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Résumé. Afin de disposer des opérations cohomologiques aussi 
souples que possible pour la cohomologie de de Rham p-adique à 
coefficients, le but principal de ce mémoire est de résoudre intrinsè- 
quement du point de vue cohomologique le problème des relèvements 
des schémas lisses et de leurs morphismes de la caractéristique p > 
à la caractéristique nulle ce qui a été l'une des difficultés centrales de 
la théorie de la cohomologie de de Rham des schémas algébriques en 
caractéristique positive depuis le début. Nous montrons que, bien que 
les schémas lisses et leurs morphismes ne se relèvent pas en général 
du point de vue géométrique, tout se passe comme si c'était bien le 
cas du point de vue cohomologique, ce qui est conforme à la Théorie 
des Motifs de Grothendieck. On en déduit la factorisation p-adique 
de la fonction Zêta d'une variété algébrique lisse sur un corps fini, 
éventuellement ouverte, qui est le résultat test de nos méthodes. 

Soit V un anneau de valuation discrète complet d'inégales carac- 
téristiques (p, 0) de corps résiduel k et de corps de fractions K. On 
définit la cohomologie de de Rham p-adique d'un schéma lisse sur k, 
à coefficients qui sont des espaces vectoriels sur K et on définit les 
opérations cohomologiques pour un morphisme de schémas lisses sur 
k. On montre que l'on obtient en particulier un foncteur contrava- 
riant entre la catégorie de tous les schémas lisses et séparés sur k et 
la catégorie dérivée de la catégorie des espaces vectoriels sur K. On 
montre la suite exacte de Gysin pour tout couple de schémas lisses, 
ce qui permet en particulier de définir la classe de cohomologie d'un 
cycle dans le cas d'un corps de base parfait. On montre le lemme de 
Poincaré-Kiinneth sur une base lisse. 
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Infinitésimal p-adic topos of a smooth scheme I 

Abstract. In order to have cohomological opérations for de Rham 
p-adic cohomology with coefficients as manageable as possible, the 
main purpose of this paper is to solve intrinsically and from a co- 
homological point of view the lifting problem of smooth schemes 
and their morphisms from characteristic p > to characteristic zéro 
which has been one of the fundamental difficultés in the theory of 
de Rham cohomology of algebraic schemes in positive characteris- 
tic since the beginning. We show that although smooth schemes and 
morphisms fail to lift geometrically, it is as if this was the case within 
the cohomological point of view, which is consistent with the theory 
of Grothendieck Motives. We deduce the p-adic factorization of the 
Zeta function of a smooth algebraic variety, possibly open, over a 
finite field, which is a key testing resuit of our methods. 

Let V be a complète discrète valuation ring of unequal characte- 
ristics (p, 0) with residue field k and fraction field K. We define the 
p-adic de Rham cohomology of smooth scheme over k with coeffi- 
cients which are vector spaces over if, and we define cohomological 
opérations for morphisms of smooth schemes over k. We show that 
we obtain in particular a contravariant functor between the category 
of ail separated smooth schemes over k and the derived category of 
the category of vector spaces over K. We give the Gysin exact sé- 
quence for every pair of smooth schemes, allowing in particular to 
define the cohomology class of a cycle in the case of a perfect base 
field. We prove the Poincaré-Kiinneth lemma for smooth base. 
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1. Introduction 



Cet article est le premier d'une série d'articles qui s'inscrivent dans la 
recherche d'une théorie cohomologique des coefficients p-adiques pour la 
catégorie des variétés algébriques en dimensions supérieures. Cette théorie 
est loin d'avoir atteint son but malgré d'intenses efforts ; seul le cas des 
courbes est bien compris, grâce à la théorie des équations différentielles 
p-adiques ([C-Mi], [C-M 2 ], [C-M 3 ], [C-M 4 ]). 

1.1. Afin de disposer des opérations cohomologiques aussi souples que pos- 
sible, le but principal de ce mémoire est de résoudre intrinsèquement du 
point de vue cohomologique le problème des relèvements des schémas lisses 
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et de leurs morphismes de la caractéristique p > à la caractéristique nulle 
ce qui a été l'une des difficultés centrales de la théorie depuis qu'elle existe. 
Nous allons montrer que, bien que les schémas lisses et leurs morphismes 
ne se relèvent pas en général du point de vue géométrique, tout se passe 
comme si c'était bien le cas du point de vue cohomologique ce qui est 
conforme à la Théorie des Motifs de Grothendieck. 



Nous rappelons rapidement pour la commodité du lecteur la situation de 
la théorie pour situer ce mémoire. 



1.2. Le point de départ de la théorie de de Rham p-adique est la démons- 
tration de B. Dwork [D] de la rationalité de la fonction Zêta d'une variété 
algébrique sur un corps fini, par des méthodes p-adiques non cohomolo- 
giques. P. Monsky et G. Washnitzer ont obtenu ([M-W ], [M-W], [Mi], 
[M2]) une expression cohomologique de cette fonction pour les variétés al- 
gébriques affines lisses par voie p-adique, parallèle à celle obtenue par A. 
Grothendieck par voie £-adique pour toutes les variétés algébriques sur les 
corps finis ([G2]), en construisant une théorie cohomologique de type de 
de Rham ([M-W]) en passant de la caractéristique p > à la caractéris- 
tique zéro à l'aide de la théorie des schémas formels affines de Grothendieck 
([EGA I[). En retour, leurs travaux ont inspiré à Grothendieck la construc- 
tion du site Infinitésimal et du site Cristallin d'un schéma au-dessus d'un 
autre ([G3]; [G4]). De plus, Grothendieck a montré que pour une variété 
algébrique lisse sur un corps de caractéristique nulle la cohomologie de son 
site infinitésimal à valeurs dans le faisceau structural est canoniquement 
isomorphe à sa cohomologie de de Rham ([G4]), ce qui constitue une idée 
très très originale dans le calcul différentiel algébrique. 



1.3. P. Monsky et G. Washnitzer ont laissé ouvert le problème de l'exten- 
sion du foncteur de de Rham p-adique à la catégorie des variétés algébriques 
éventuellement non affines. Cette problématique a déjà été discutée par 
Monsky dans son exposé au congrès de Nice de 1970 ([M3]). P. Berthelot 
a proposé une théorie cohomologique pour toutes les variétés algébriques 
via la géométrie analytique rigide ([B3]). Cette construction est de nature 
globale et fait intervenir une compactification, ce qui présente de sérieux 
inconvénients à ce stade ; par exemple, il n'est pas du tout clair que cette 
définition soit fonctorielle. 



(la; 



1. Note du rapporteur : "In order to get tire functoriality, another construction is 
necessary. There is some récent, unpublished work of Le Stum in this direction." 
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1.4. Dans l'article fondamental de recherche [M-Ni], qui a servi de transi- 
tion, on a proposé de revenir au point de vue originel, de nature locale et 
algébrique pour la topologie de Zariski en caractéristique p > 0, 

en définissant la cohomologie de de Rham p-adique pour les variétés algé- 
briques lisses admettant un relèvement plat comme schéma formel faible 
au sens de Meredith ([Mr]) via la théorie des .^-modules sur un tel schéma 
([M-Ni], [M-N2]). Cette définition considérée sur le corps des fractions d'un 
anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques coïncide 
canoniquement avec la définition de Monsky-Washnitzer pour les variétés 
affines lisses. 

1.5. Mais il n'était pas établi que ces espaces sont indépendants du relè- 
vement pour les variétés non affines ni que cette définition se prolonge à 
la catégorie de toutes les variétés algébriques lisses sur un corps de carac- 
téristique p > 0. Cependant, ce point de vue, qui s'est avéré être le bon, 
nous a conduits à la théorie des équations différentielles p-adiques, qui a 
prise sur les questions de la monodromie arithmétique et dépasse de loin la 
seule question de la cohomologie des variétés algébriques ([C-Mi], [C-M2], 
[C-M 3 ], [C-M 4 ]). 

1.6. Le but de cet article est, d'une part, de montrer qu'effectivement ces 
espaces sont indépendants à isomorphisme canonique près du relèvement 
et que leur définition se prolonge à la catégorie de tous les schémas lisses 
et, d'autre part, de définir les opérations cohomologiques pour la 
cohomologie de de Rham p-adique à coefficients pour un morphisme 
de schémas lisses sur un corps de caractéristique positive, mais sans aucune 
hypothèse restrictive sur les morphismes pour en déduire en particulier 
la fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique et l'expression 
cohomologique p-adique de la fonction Zêta d'une variété algébrique lisse 
sur un corps fini. 

1.7. La théorie de de Rham en caractéristique nulle et ses nombreuses ap- 
plications nous enseignent que la situation précédente d'un morphisme qui 
n'est soumis à aucune restriction, de lissité, de platitude ou de propreté, 
entre schémas lisses sur le corps de base sur lesquels on dispose du calcul 
différentiel et du calcul infinitésimal sur le corps des nombres complexes, 
est la situation essentielle même pour le cas singulier et donne lieu aux 
problèmes les plus intéressants. Le cas des courbes, sur lequel nous dis- 
posons aujourd'hui des résultats les plus complets grâce précisément à la 
monodromie p-adique, montre déjà que la théorie de de Rham arithmétique 
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est hautement non triviale comparée aux autres théories cohomologiques 
existantes, ce qui explique en partie son retard. Il était évident qu'on ne 
pouvait pas espérer un progrès significatif dans la théorie des coefficients 
p-adiques sans la structure complète de la monodromie locale d'un point 
singulier d'une équation différentielle p-adique d'ordre supérieure ([C-M3], 
Introduction) . 

1.8. Nous allons décrire les différentes étapes qui nous ont conduits à ce 
résultat. Soit V un anneau de valuation discrète complet d'inégales caracté- 
ristiques (p, 0), d'idéal maximal m, de corps résiduel k et corps de fractions 
K. Soit X/k un schéma lisse sur k, on définit naturellement son site infinité- 
simal p-adique X^ nf comme la catégorie, munie de sa topologie de Zariski na- 
turelle, dont les objets sont les schémas f-adiques ifi :— (U, O u \ /y), au sens 
de Meredith ([Mr]), plats sur V, où U est un ouvert de l'espace topologique 
X. L'hypothèse de lissité sur k assure que le site X^ nf a beaucoup d'ouverts 
et de morphismes. Le site X^ nf est naturellement annelé par le faisceau de 
V-algèbres O x î /v e ^ I e faisceau de -ftT-algèbres O x ? j K := Ox t /y S5v K. 
La cohomologie infinitésimale H' nî (X/K,Ox^ t /x) du site X^ n{ à valeurs 
dans le faisceau structural Ox? f /K es t un invariant intrinsèque du schéma 
X et une question à laquelle nous avons cru pendant longtemps est qu'elle 
fournisse les bons nombres de Betti p-adiques, ce qui a retardé d'autant 
notre compréhension du problème. En fait il n'en est rien, contrastant vi- 
vement avec le cas de la caractéristique nulle. Pour voir ceci, supposons 
pour simplifier que X est une variété affine lisse sur le corps k et soit 
une V-algèbre faiblement complète de type fini au sens de Monsky- 
Washnitzer ([M-W]) plate sur V qui relève l'algèbre des fonctions de X 
et 3£^ := (X, 0%-f/v) son schéma f-adique affine associé ([Mr]). On peut 
considérer le groupe G/^ des automorphismes de V-algèbre de A* qui 
se réduisent à l'identité modulo m. Ce groupe se localise en un faisceau de 
groupes Q$£\ sur X . Nous montrons dans le théorème 18.1.3 I que la cohomolo- 
gie infinitésimale H' nf (X / K , O x? / k) s'identifie canoniquement à la coho- 
mologie de groupe H*{Gg;\, /k) du Ç/^-t -module O , / K qui est donc 
de nature galoisienne, ce qui donne un moyen de calcul. Or, nous construi- 
sons dans le théorème 18.3.11 pour l'espace affine X = Spec(/c[xi, . . . ,x n }), 
un cocycle qui n'est pas un cobord et donc une classe de cohomologie non 
triviale de H 1 (G,%"< ; ®xïIk)\ montrant que le lemme de Poincaré n'a pas 
lieu pour cette cohomologie. La cohomologie infinitésimale p-adique d'une 
variété affine lisse à valeurs dans le faisceau structural ne coïncide pas avec 
sa cohomologie de de Rham p-adique et son invariance par rapport au re- 
lèvement n'est d'aucun secours pour le problème qui nous concerne ici. 
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1.9. Nous revenons alors au point de vue introduit dans l'article de re- 
cherche [M-Ni]. Soient R un anneau commutatif noethérien, / un idéal et 
i?i := R/I. Dans les articles [M-Ni] et [M-N 2 ] , on a défini le faisceau ^ g~\ i R 
des opérateurs différentiels sur un schéma f-adique = (X, / R ) 
par réduction modulo les puissances de l'idéal / en imposant une condi- 
tion de croissance du type f sur l'ordre des opérateurs différentiels. Par 
construction, le faisceau £>%-y R opère à gauche sur le faisceau 0$y R e ^ 
on peut donc considérer les modules de cohomologie de de Rham f-adiques 
Ext* t (C^rt / R , O ' %\ i R ) définis comme foncteurs dérivés du foncteur co- 

variant exact à gauche : 

~> llom,.- JCK - ii-M",. } 

dans la catégorie des /^-modules à gauche f^j^^-Mod et la coho- 
mologie globale apparaît naturellement comme l'hypercohomologie d'un 
complexe de Zariski. 

1.10. En particulier, si R est l'anneau V on peut considérer le faisceau 

srî/v ^ e f a i sceau ^ %\ ik := ir ® v K e ^ ^ es ^- es P aces vectoriels 
Ext't -O , ■ k-O, K ). Il est montré dans [M-Ni] que ces derniers es- 

paces vectoriels coïncident canoniquement avec les espaces de cohomologie 
définis par Monsky-Washnitzer dans le cas d'un relèvement plat d'une va- 
riété affine lisse et en vertu de leur théorème ([M-W] , Thm. 5.6) ils sont donc 
indépendants du relèvement à isomorphisme canonique près. On disposait 
dès le départ de nombreuses indications notamment grâce aux foncteurs 
de cohomologie locale pour espérer que ces espaces soient indépendants à 
isomorphisme canonique près du relèvement d'une variété algébrique lisse 
sur k quand il existe. 

1.11. Sur un schéma f-adique i2TT = (X,Oj;y R ) on peut considérer le 
faisceau des endomorphismes de iî-algèbres du faisceau structural 
Q <%\ / R qui se réduisent à l'identité modulo /. 11 se trouve de façon tout 
à fait remarquable (Thm. I5.0.4|) que le faisceau Q%\ est un sous-faisceau 
de semi-groupes pour la structure multiplicative du faisceau d'anneaux 
^\ : \ j R? autrement dit un élément g du semi-groupe précédent est un opéra- 
teur différentiel d'un type très particulier. Si le faisceau structural Oj;t ir 
est iï-plat, le faisceau Ç/^ t est un faisceau de groupes. C'est là le lien es- 
sentiel entre la géométrie algébrique en caractéristique p > et le calcul 
différentiel en caractéristique zéro. Par exemple, c'est ce plongement qui 
nous a permis de construire une classe de cohomologie non triviale dans 
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la cohomologie infinitésimale p-adique de l'espace affine à valeurs dans le 
faisceau structural. 

1.12. Sur le site infinitésimal X^ n{ d'un i?i -schéma lisse, défini comme dans 
1.5, et qui a aussi beaucoup d'ouverts et de morphismes, le faisceau de 
groupes Q X J ( . des automorphismes du faisceau structural qui se réduisent à 
l'identité modulo / est aussi défini, ainsi que le faisceau d'algèbres f^.t j R 
des opérateurs différentiels, et l'on a une inclusion Gx? { ^x? /r P our 

la structure multiplicative. Un faisceau de R x ^ f -modules sur le site X^ nf 
est muni par construction d'une action géométrique à gauche (fl) du 
faisceau de groupes Gx? (Prop. l4.1.7p . En particulier, le faisceau Gx f 
opère sur le faisceau Sr x \ / R par automorphismes intérieurs (Coro. 15.0.7p . 
On dispose de la catégorie @' x \ ^-Mod des Sr x \ ^-modules à gauche 
sur le site infinitésimal. Par construction, un ^-module à gauche sur 

le site M- m{ est muni de deux actions à gauche du faisceau de groupes 
Gx? j l'action géométrique (jj) et l'action différentielle à gauche (o) qui 

se fait à travers 9 V \ Nous arrivons à la notion essentielle et centrale 

A inf I H 

de module spécial. 

Définition (|6.2.5p . — Nous dirons qu'un ^ R -module à gauche 

M.\ nî sur le site infinitésimal ]-adique X? nf est spécial si l'action géomé- 
trique (|) du faisceau de groupes Gx* t sur -^Lf se ^ travers S> x \ j R . 

Autrement dit, sur un @ x \ ^-module à gauche spécial les deux actions 
à gauche du faisceau de groupes Gx? > géométrique (ft) et différentielle (o), 
coïncident. Ainsi, le ^-module à gauche Ox? jr est spécial par 

construction, mais le @ x j y fl -module à gauche @ x \ j R n'est pas spécial 
parce que l'action géométrique (jj) est (g,P) i— > gPg~ x et que l'action dif- 
férentielle (o) est (g, P) i-> gP. 

On note (@ x ? /R' Sp)-Mod la catégorie des 3 X \ y fl -modules à gauche 
spéciaux sur le site X^ nf . Nous démontrons le théorème suivant, qui légitime 
cette notion. 

Théorème (|6.2.11|) . — Soit un relèvement \-adique plat d'un Ri- 
schéma lisse X. Alors, il existe un foncteur canonique de prolongement : 



,rt 



*W Mod ^k f /«' Sp) - Mod; 
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qui est une équivalence de catégories et un inverse canonique au fondeur 
image inverse naturel de restriction R^r-t . 

Ainsi, un ^^ t y fl -module à gauche se propage canoniquement en un 
X? ./fl" m °dule à gauche spécial et, réciproquement, un module j R à 
gauche spécial se restreint canoniquement en un ii^^^-module à gauche. 
Dans sa lettre [G3] Grothendieck écrivait : « Un Cristal possède deux pro- 
priétés caractéristiques : la rigidité, et la faculté de croître dans un voisinage 
approprié ». L'isomorphisme canonique (o) de restriction du théorême l6.2.7l 
des modules spéciaux correspond à la rigidité des cristaux et la propagation 
sur le site infinitésimal du théorême l6.2.11l des modules spéciaux correspond 
à la croissance des cristaux dans un voisinage approprié. Mais alors que la 
catégorie des cristaux ne semble fournir une bonne théorie que pour les 
variétés algébriques propres et lisses sur k, la catégorie des modules spé- 
ciaux semble fournir une bonne théorie pour les variétés ouvertes, comme 
l'illustre le théorème 113.4.71 de l'expression cohomologique p-adique de la 
fonction Zêta d'une variété algébrique lisse sur un corps fini. 

Corollaire (|6.2.13p . — La catégorie de f^^ t ^ R -modules à gauche ne 
dépend pas à équivalence canonique près du relèvement plat du 
schéma X lisse sur Ri quand il existe. 

Ce théorème résout pour les besoins de la théorie des coefficients di- 
adiques le problème des relèvements des schémas lisses parce que la catégo- 
rie des $l' x -\ ^-modules à gauche spéciaux {^ x \ ./#jSp)-Mod est définie 
pour tout iîi-schéma X lisse et qu'elle en est un invariant intrinsèque. 

1.13. Nous montrons que la catégorie des modules à gauche spéciaux 
(i^tt /r^SpVMod est une sous-catégorie pleine, abélienne de la catégo- 

rie @> x f ^-Mod des modules à gauche (Prop. l6".2.14[) . admet suffisamment 
d'objets injectifs fThm. |p^3.ip d'objets plats fThm. [T~0.1.2p et est un champ 
fThm. Rr.2.20p bien que ce n'est pas une catégorie de modules. Le théorème 
qui suit est corollaire de l'équivalence de catégories précédente. 

Théorème (16.4. 2|) . — Soit $fï un relèvement f-adique plat d'un Ri- 
schéma X lisse. Alors, il existe des isomorphismes canoniques de R- 
modules : 

Ext* t (Oa-t/fl, Ojt/ji) - Ebrt* t . (Ojft /R , O x i /R ). 
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Les modules de droite sont définis comme les foncteurs dérivés dans la ca- 
tégorie abélienne {J2> x \ j R , Sp)-Mod du foncteur covariant exact à gauche : 

M\ nf "*> Hom ^, s P (°x&R> M L) 

des morphismes 2> x -\ , ^-linéaires. Les modules précédents apparaissent 
donc comme les modules de cohomologie du complexe : 

DR(X/R, M\J := flHom, t ^x^/h, M^). 

L 'isomorphisme du théorème précédent montre, d'une part, que la cohomo- 
logie de de Rham f-adique d'un relèvement ne dépend pas à isomorphisme 
canonique près du relèvement et, d'autre part, que la cohomologie de de 
Rham f-adique du site infinitésimal prolonge le foncteur de de Rham sur X 
à tous les schémas lisses, sans hypothèse d'existence de relèvement. 

1.14. La catégorie Mod(iÎA') des faisceaux de R- modules sur X pour la 
topologie de Zariski apparaît naturellement comme une sous-catégorie 
pleine de la catégorie Mod(i?x.t f ) des R x \ f -modules sur le site infinitési- 
mal Xj nf , à savoir la catégorie des faisceaux de R x i -module sur lesquels 
l'action géométrique (jj) du groupe Q x i f est triviale fThm. RT5.1|) . Or par 
construction, si A/^ et À4\ n{ sont deux y fl -modules à gauche spé- 
ciaux, l'action géométrique du groupe Q x \ f sur le faisceau (Prop. 14.3. ip 
de iîvt -modules 

inf I inf ' 

est triviale fCoro. l6".5.3[) et ce faisceau est donc un faisceau pour la topolo- 
gie de Zariski de X. En particulier, le faisceau ifom„f (O x i /r, -Minf) 

des sections horizontales de M[ ni est un faisceau de Zariski. Il en résulte le 
foncteur exact de de Rham local de catégories triangulées 

dR{X/R, -) : D + ((^ t /jR ,Sp)-Mod) D + (Mod(R x )) 

qui à A4- { associe son complexe de de Rham f-adique local : 

dR(X/R,MU := RJfom^ ^{Ox^mU). 

On déduit alors le caractère local pour la topologie de Zariski de la 

définition de la cohomologie de de Rham p-adique. 
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Théorème (|6.5.7|) . — La cohomologie de de Rham f-adique d'un com- 
plexe spécial A^; nf est l'hypercohomologie du complexe : 

R^om^ /RtSp (OxUn> M Lf) 

inf ' 

de Zariski. 

De plus, pour tout fermé Z de l'espace topologique X la cohomologie de 
de Rham f-adique à support dans Z est définie comme d'habitude comme 
l'hypercohomologie du complexe de cohomologie locale à support dans Z. 
Cela ramène de nombreuses questions concernant la cohomologie de de 
Rham p-adique à des questions de nature locale pour la topologie de Zariski 
qui est finalement le point de vue classique et qui justifie s'il en est encore 
besoin celui des schémas f-adiques. En tout état de cause, cette localisation 
pour la topologie de Zariski apparaît comme un point essentiel dans notre 
théorie. 

1.15. Pour aller plus loin il nous faut considérer une situation un peu 
plus générale. Soit R — > S une extension d'anneaux commutatifs ; on peut 
considérer les faisceaux d'anneaux sur le site X? ni obtenus par changement 
de base : 

°XL/S ■= °xl t /R ®R S, ®XI ( /S : = ®XIJR ®R S 

sur lesquels le faisceau de groupes Q%\ f agit tout aussi bien. On a alors la 
catégorie des £) x t ^-modules à gauche 3> x \ ^ s -Mod et sa sous-catégorie 
abélienne pleine ^ s ,Sp)-Mod des modules à gauche spéciaux. Tous 

les résultats précédents restent valables dans cette situation. Nous notons 
£>*((S^ tf/s ,Sp)-Mod) la caté gorie dérivée de la catégorie abélienne des 

®xï ,/s- m °dules à gauche spéciaux {$> x ] y S , Sp)-Mod. Si M.]^ un est com- 
plexe de la catégorie D + {{2> x \ j s , Sp)-Mod), on définit « la cohomologie 

de de Rham f-adique de X à coefficients dans Ai\ nf », et nous notons pour 
simplifier Hp R (X/S, AA inf ), la cohomologie du complexe 

inf ' 

qui consiste en des S'-modules. On a donc par définition : 

H' DR (X/S,MU : = Ext ^ t/s , Sp (°xL/s,Ml f ). 

En particulier, on peut considérer l'extension V — > K. Nous appelons 
alors « cohomologie de de Rham p-adique de X », que nous notons pour 
simplifier H^ R (X/K), la cohomologie H^ R (X/K, O x \ jk)- Nous appelons 
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« i-ème nombre de Betti p-adique de X », et nous le notons B p ^(X), la 
dimension du if-espace vectoriel H l DR (X/K). La suite spectrale locale- 
globale (Thm. |6".5.8|) ramène la finitude des nombres B p ^(X) d'une variété 
algébrique, schéma séparé de type fini sur k, lisse sur k, au théorème de 
finitude des nombres de Betti p-adiques des variétés algébriques affines 
lisses sur k [Me2], ce qui montre qu'on est enfin sur la bonne voie qui est 
en même temps le point de départ des opérations cohomologiques. 

1.16. C'est pour la catégorie (@ x î y y ,Sp)-Mod des modules spéciaux 
qu'on dispose intrinsèquement des opérations cohomologiques pour un mor- 
phisme et nous construisons dans cet article les trois opérations fondamen- 
tales et le foncteur de dualité 1D X \ ,/y( — ) (Def. 113. 2. 5p , à partir desquels 
l'on peut construire toutes les autres. 

Théorème (|12.2.2p . — Soient Z un fermé de l'espace topologique X et 
M\ ni un complexe borné à gauche de !3 X \ ^-modules à gauche spéciaux. 

Alors, on a un triangle distingué de la catégorie D + {{3$ x \ Sp)-Mod) : 

RT z (Ml f ) -> M\ nf -> Rj^tâMlt -> , 
qui se restreint au triangle usuel sur tout ouvert du site X^ nf . 

Théorème (|10.5.5|) . — Soit f : Y — > X un morphisme de schémas 
lisses sur k. Il existe un foncteur image inverse qui est un foncteur exact de 
catégorie triangulées : 

/ d * iff : D-(($ xL/v , Sp)-Mod) D-((^ t/v , Sp)-Mod). 
Le foncteur image inverse se définit aussi sur l'extension V —> K. 

Pour le foncteur image directe nous faisons pour simplifier dans cet article 
la restriction de séparation sur la base, et nous définissons le foncteur image 
directe sur le corps des fractions K. 

Théorème (111. 5. 1|) . — Soit f : Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur k tel que X est séparé sur k. Il existe un foncteur image directe qui est 
un foncteur exact de catégorie triangulées : 

ft iS : D + {{^ yL/k , Sp))-Mod D + {{® xL/K , Sp)-Mod). 

Ainsi, si la base est un point et Y est une variété algébrique lisse sur 
k, l'image directe f^Oyî /k es t un complexe de D + (K) dont la coho- 
mologie est la cohomologie de de Rham p-adique de la source. Le théo- 
rème de finitude [Me2] montre alors que ce complexe est à cohomologie 
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de dimension finie. Dans le cas général, si / est un morphisme de variétés 
algébriques lisses sur k, le complexe spécial /^ lff Oyt j K sur X est l'ana- 
logue p-adique du complexe de Gauss-Manin d'un morphisme entre variétés 
algébriques lisses sur un corps de caractéristique nulle, dont on s'attend na- 
turellement à ses propriétés de finitude. Si par exemple le morphisme / est 
propre et lisse, on s'attend à ce que ses faisceaux de cohomologie soient 
des fibrés p-adiques dont les rangs sont donnés par les nombres de Betti 
p-adiques des fibres, et alors et seulement alors, si X est une courbe, 
la théorie des équations différentielles p-adiques ([C-Mi], [C-M2], [C-M3], 
[C-M4]) définit leurs monodromies aux points à l'infini. 

Le foncteur image directe est défini sur V pour toute immersion 
fermée i : Y — > X de schémas lisses sur k. Pour définir le morphisme de 
Gysin et le morphisme classe de cohomologie d'un cycle nous étudions les 
compatibilités entre les foncteurs , i diS , RTy ■ 

Théorème p2.4. 12112. 4. 14112. 5.4(1 . — Soit i : Y -> X une immersion 
fermée de schémas lisses sur k. Il existe un morphisme de foncteurs de la 
catégorie D + ((^ t /v , Sp)-Mod) : 

Adj 1 , : if s i* diS -> RT Y [codim x Y] 

et un morphisme de foncteurs de la catégorie D{{S> Y \ , y , Sp)-Mod) qui est 
un isomorphisme : 

Adj* : Id ~ i* dm if s [-codimxF] 

où Id est le foncteur identique. De plus le foncteur Adj' + induit des isomor- 
phismes Adjl(G x ? { /v) de la catégorie D + {{^^ ^ y ,Sp)-Mod) : 

i? S Y;i!/v ~ if S i* Am {O xL/v ) ~ RT Y {O xL/v )[ C od\m x Y]. 

1.17. Ces foncteurs coïncident avec les foncteurs qu'on peut construire 
chaque fois qu'on peut relever le triplet (Y,X,f). Cela est plutôt rare, 
même pour un morphisme de courbes propres et lisses. Ces théorèmes ré- 
solvent, du point de vue cohomologique, le problème des relèvements des 
morphismes quelconques entre schémas lisses, parce que les foncteurs /^ iff 
et lff sont des invariants intrinsèques du morphisme /. Ces foncteurs 
sont munis de morphismes de compatibilités avec les foncteurs images in- 
verse et directe topologiques agissant sur les complexes de de Rham locaux 
(Thm. 113.1.11 Thm. 114. 1 . 1|> . Le foncteur dualité est compatible avec le 
foncteur image directe pour une immersion fermée (Thm. 113. 2. 7p et avec 
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le foncteur image inverse pour une projection (Thm. 113.2.12p . En parti- 
culier, toute construction géométrique en caractéristique p > se relève 
intrinsèquement du point de vue cohomologique en caractéristique zéro. 

1.18. Un autre intérêt de la théorie précédente est de fournir des invariants 
sur l'anneau des entiers V et pas seulement sur le corps des fractions K, 
bien qu'il faille modifier la définition du foncteur image directe, ce que les 
méthodes de la géométrie analytique rigide ne peuvent pas faire. Cepen- 
dant, les méthodes de cet article fournissent déjà une bonne théorie pour 
la cohomologie de de Rham p-adique d'échelon nul dans le cas où l'indice 
de ramification e de V est strictement plus petite que p — 1. Cela permet 
de redémontrer, comme test, que si e < p — 1, la cohomologie de de Rham 
algébrique d'un relèvement propre et lisse sur V d'une variété propre et 
lisse sur k est indépendante du relèvement à isomorphisme canonique près 
(Coro. 17.2.3}) . De même, les méthodes de cet article montrent la foncto- 
rialité sur V de la cohomologie de de Rham p-adique d'échelon nul sur V 
d'une variété algébrique lisse sur k, toujours sous la condition e < p — 1 
(Thm.MIM- 

1.19. Pour illustrer nos méthodes on démontre les théorèmes suivants, qui 
sont autant de tests pour une théorie cohomologique des schémas algé- 
briques : 

Théorème (|13.3.3[) . — Soit Sms(fc) la catégorie des schémas lisses et 
séparés sur k alors la correspondance DR( — /K) 

Sms(k) ~> D + (K) 

X - DR(X/K) := i*Hom (O x ^ /K ,O x ^ /K ) 

est un foncteur contravariant qui étend le foncteur de Monsky-Wash- 
nitzer [M-W] et qui induit un isomorphisme DR(f/K) dans le cas où le 
morphisme f de schémas est la projection de l'espace affine A% Xk X de 
base X sur X. 

Comme application de la formule locale des traces de Monsky [Ma], du 
théorème de finitude des nombres de Betti p-adiques [Me2] et de la fonc- 
torialité précédente on trouve la factorisation p-adique de la fonction Zêta 
d'un variété algébrique non singulière sur un corps fini, qui nous a servi de 
guide, de test et qui justifie nos méthodes : 



16 



ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT 



Théorème ()13.4.7[) . — Supposons que k est un corps fini ¥ q à q élé- 
ments et que f = fr est le morphisme de Frobenius relatif à ¥ q d'une variété 
algébrique X lisse purement de dimension diraX. Les endomorphismes de 
Frobenius F' de la cohomologie de de Rham p-adique Hp R (X/ K) défi- 
nis par la fonctorialité du théorème précédent sont bijectifs, et l'on a la 
factorisation p-adique de la fonction Zêta de X : 

z(x,t)= n p Pti (x)/ n p pàx), 

i,impair i,pair 

où P p ,i(X) := det(l - q dimX (F l )-H) e K[t], ïC i ïC 2dimX, est le 
polynôme caractéristique de l'endomorphisme q dlmX (i* 11 ) -1 agissant sur 
Hh R {X/K). 

Cela fournit la première démonstration, à notre connaissance, de l'expres- 
sion cohomologique p-adique de la fonction Zêta d'une variété algébrique 
non singulière sur un corps fini par des polynômes, sans restriction sur les 
singularités à l'infini ou de relèvement (par exemple, pour toutes les variétés 
quasi-projectives lisses à distance finie). Auparavant, on connaissait, d'une 
part, le cas affine [M2], complété de façon essentielle par le théorème de 
finitude [Me2] où intervient déjà de façon cruciale la théorie des équations 
différentielles p-adiques (parce que les variétés affines et leurs morphismes 
se relèvent) et, d'autre part, le cas propre et lisse par la théorie cristalline 
[B2] (parce qu'il n'y pas de singularités du tout ni à distance finie ni à 
l'infini). 

Théorème (|14.2.ip . — Soit i :Y — > X une immersion fermée de sché- 
mas lisses et séparés sur k de complémentaire j : U — > X . Alors, on a la 
suite exacte de Gysin : 

■ ■ ■ -> H' DR 2codi ^ Y (Y/K) -> H' DR {X/K) -> H' DR (U/K) 

qui étend la suite de Gysin de l'article [Me2] dans le cas affine. En particu- 
lier, la classe ci(Y) de cohomologie de Y est bien définie comme un élément 
de Hp R dimxY (X/K) dont la restriction à U est nulle. On en déduit lorsque 
le corps de base est parfait un morphisme « classe de cohomologie » gradué : 

et: C'(X)^H 2 D ' R (X/K) 

entre le groupe gradué par la codimension des cycles de X, et le K-espace 
gradué de cohomologie de de Rham p-adique de X. 

Cela fournit, à notre connaissance, la première construction du mor- 
phisme « classe de cohomologie d'un cycle » en théorie de de Rham p-adique 
sans restriction sur les singularités dans le cas d'un corps de base parfait et 
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donne donc lieu aux problèmes classiques des rapports entre classes de co- 
homologie et cycles d'autant plus que la cohomologie de de Rham p-adique 
est munie de l'action de Frobenius. Rappelons que la théorie cristalline 
fournit un morphisme classe de cohomologie pour les cycles non singuliers 
[B 2 ]- 

1.20. C'est à l'intérieur de la catégorie D*((2# x i ^ K , Sp)-Mod) qu'on 

pourra définir à l'aide des foncteurs f^ iS , /* lff , RTz, -Rj™ f j;~f des ca- 
tégories pleines de coefficients ayant les bonnes propriétés de finitude, mais 
nous n'aborderons pas cette question dans le présent article. Le cas des 
courbes nous indique clairement où se trouvent les difficultés et est en 
même temps un guide précieux. On dispose déjà de la catégorie de base 
des fibrés p-adiques MLS(0x.t ( . /k ) à savoir la sous-catégorie pleine de la 
catégorie i^ x \ j K , Sp)-Mod des modules à gauche spéciaux qui sont lo- 
calement libres de type fini sur le faisceau OxJ jk introduite dans [Me2] 
dans le cas d'un relèvement. 

1.21. Si X est une courbe lisse, nous avons défini dans [C-Mi], [C-M2], [C- 
M3] et [C-M4] la monodromie des objets de la catégorie MLS(O x ^ { /k) 
en un point singulier à l'infini, en particulier nous avons défini leurs ex- 
posants p-adiques et leur polygone de Newton p-adique. C'est là le fond 
du problême et le progrès décisif dans la théorie p-adique. Nous avons en 
particulier résolu dans l'article fondamental [C-M2] le problème du prolon- 
gement analytique multiforme des solutions locales des équations différen- 
tielles sur le plan p-adique qui est totalement discontinu sans lequel rien 
n'est possible comme nous l'avons mis en évidence dans ([M-Ni], introduc- 
tion). Dans l'article [C-M4] nous avons montré la formule d'Euler-Poincaré 
globale pour les fibrés p-adiques appartenant à une sous-catégorie de la 
catégorie MLS(0x t f /k) en imposant des restrictions sur leurs exposants 
p-adiques et aux exposants p-adiques de leur module des endomorphismes 
aux points à l'infini, ce qui montre que c'est le bon point de vue : ces 
restrictions sont satisfaites pour les fibrés p-adiques qui proviennent de la 
géométrie, ce qui donne lieu à la théorie p-adique des fonctions L sur les 
corps finis [C-M4]. 

1.22. Dans la théorie p-adique les propriétés de finitude sont des questions 
hautement non triviales, comme l'illustrent le théorème de finitude des 
nombres de Betti [Me 2 ] et la formule d'Euler-Poincaré ([C-Mi], [C-M 4 ]). 
Pour démontrer ces théorèmes on a été amené à développer en profondeur la 
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théorie des équations différentielles p-adiques ([C-Mi], [C-M2], [C-M3], [C- 
M4]), qui est de toute façon au coeur de la théorie des coefficients p-adiques 
et qu'on ne pourra pas éviter par des considérations formelles. La théorie 
des équations différentielles p-adiques permet de définir la catégorie des co- 
efficients p-adiques sur les courbes et surtout de définir leurs monodromies 
aux points singuliers, qui sont à la base de leurs propriétés de finitude, en 
particulier de leur stabilité pour une immersion ouverte ([M-Ni], Thm. 
4.5.4, [C-Mi], [C-M 2 ], [C-M 3 ], [C-M 4 ]). Les trois premiers article montrent 
le théorème de l'indice et le dernier article montre l'existence d'un réseau. 
La théorie des coefficients p-adiques sur les courbes a déjà de nombreuses 
applications ([Me2]). 

1.23. Il nous reste à étendre ces résultats en dimensions supérieures. Pour 
attaquer ce problème on dispose maintenant du couple Q x ^ f j v 
qui est le cadre naturel de la géométrie différentielle en inégales caractéris- 
tiques. En surmontant intrinsèquement les difficultés liées aux relèvements 
aussi bien pour les variétés que pour leurs morphismes, ce couple permet 
de raisonner géométriquement pour la topologie de Zariski des schémas 
en caractéristiques positives. C'est un des outils de base pour traiter ces 
questions, les foncteurs f^ iS , f£ lff , RTz, -Rj* nf Jinf qu'il définit jouant un 
rôle essentiel et la théorie trouve un cadre vraiment naturel permettant de 
formuler les bons énoncés. 

1.24. On peut considérer le site X[^ { infinitésimal formel dont les objets 
U A = (U, Oija / R ) sont les relèvements formels iî-plats d'ouverts de X qui 
est annelé par le faisceau des fonctions formelles 0y. A /r- On définit de 
même le faisceau de groupes Gx. A f des automorphismes d'algèbres qui se 
réduisent à l'identité modulo /. Localement, un élément de ce groupe est 
un opérateur différentiel à coefficients formels défini de même par réduc- 
tion modulo les puissances de I en imposant une condition de croissance 
de type f sur l'ordre des opérateurs différentiels et le faisceau 3r x * , R des 
opérateurs différentiels à coefficients formels garde un sens sur le site in- 
finitésimal formel X(^ f et l'on a un plongement Gx A s j R pour la 
structure multiplicative. On définit alors la catégorie {@ x * /y Sp)-Mod 
des ®[ A ^-modules à gauche spéciaux qui est canoniquement équivalente 
à la catégorie des £^L A ,„-modules à gauche d'un relèvement formel plat 
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lorsqu'il existe. La cohomologie de de Rham p-adique 

H' DR (X/K, O xùt/K ) := Ext" t Sv (O xùlt /K, O x&t/K ) 

du site infinitésimal formel d'une variété algébrique X lisse sur k doit être 
canoniquement isomorphe à la cohomologie cristalline de X sur K de façon 
fonctorielle prolongeant l'isomorphisme de comparaison de Berthelot-Ogus 
[B-O] dans le cas d'un relèvement lisse. Tous les développements qui ne font 
pas intervenir des propriétés de finitude de cet article se transposent avec 
des démonstrations plus simples en remplaçant le couple Q x \ f <-» j R 

par le couple Gx A { ^ ^x A Ir- ^ e lecteur non averti prendra garde à 
ce que la cohomologie de de Rham p-adique du site infinitésimal formel, 
tout comme celle du site cristallin, ne fournit pas les bons nombres de 
Betti p-adiques pour les variétés ouvertes, ce qui explique la nécessité du 
passage du site infinitésimal formel au site infinitésimal f-adique précisé- 
ment. D'autre part, on dispose d'un foncteur naturel exact de la catégorie 
(^jft /y,Sp)-Mod vers la catégorie [3r xf , j V , Sp)-Mod, ce qui induit un 
morphisme de comparaison de la cohomologie de de Rham p-adique du site 
f-adique à la cohomologie de de Rham p-adique du site formel. On prendra 
garde aussi à ce que la suite exacte de Gysin n'a pas lieu dans le cas formel. 

1.25. Comme le lecteur peut le constater cette théorie de nature essen- 
tiellement algébro-géométrique est un cadre naturel si l'on veut dévelop- 
per une théorie des coefficients p-adiques pour les variétés algébriques. On 
peut penser et espérer qu'à terme elle fournira une théorie cohomologique 
des coefficients p-adiques disposant de tous ses outils essentiels, ce qui est 
déjà le cas pour les courbes grâce à la théorie des équations différentielles 
p-adiques QC-Mi], [C-M 2 ], [C-M 3 ], [C-M 4 ]). Nous avons maintenant de 
nombreuses indications allant dans ce sens en dimensions supérieures. Elle 
soulève de nombreuses questions et ouvre de nouveaux horizons. Elle pro- 
vient de trois courants d'idées dont elle est la synthèse. La notion d'algèbre 
faiblement complète [M-W] et sa localisation [Mr] , la théorie du site infini- 
tésimal [G4] et bien entendu la théorie des & x -modules des années dix-neuf 
cent soixante-dix comme théorie des Coefficients de de Rham en Géomé- 
trie Algébrique au sens de Grothendieck, qui a fourni la bonne théorie en 
caractéristique zéro [Mei]. Ces trois courants ont historiquement des mo- 
tivations bien distinctes, mais se complètent harmonieusement dans cette 
théorie. 

1.26. Nous n'utilisons dans le présent article aucun résultat des articles 
fondateurs du point de vue conceptuel et technique ([M-W], [Mi]), dont les 
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résultats les plus importants apparaissent ici comme des cas particuliers. 
En particulier, nous retrouvons avec nos méthodes comme test préliminaire 
(Coro. 16.7.6)) la fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique des 
variétés affines lisses de l'article [M-W] qui est le point clef de la théorie de 
ces auteurs. 

1.27. La Table des matières donne une idée du contenu de notre article 
qui comporte deux parties. Les chapitres 1 à 9 développent les fondements 
de la théorie des modules spéciaux sur le site infinitésimal f-adique d'un 
schéma lisse et de la cohomologie de de Rham f-adique. Les chapitres 10 
à 15 développent les opérations cohomologiques pour les catégories des 
modules spéciaux sur les sites infinitésimaux p-adiques et les propriétés de 
fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique. Les résultats de cet 
article reposent sur les propriétés de finitude des opérateurs différentiels p- 
adiques ([M-Ni], [M-N2], [M-N3], [Mes]), sur le théorème des relèvements 
des algèbres lisses et de leurs morphismes [A] et sur le critère d'affinité 
f-adique [A-M 2 ]. 

1.28. A l'occasion de cet article, nous souhaitons remercier Alexandre Gro- 
thendieck, qui a incité avec force en mai 1983 le deuxième auteur à travailler 
dans le sujet. Nous espérons que nous avons contribué à la promotion de 
ses idées parmi les nouvelles générations. Tout particulièrement son idée de 
Cristal en tout genre trouve son aboutissement pour les variétés éventuel- 
lement ouvertes dans la notion de Module Spécial sur le Site Infinitésimal 
p-adique d'un schéma, bien que comme nous l'avons déjà signalé la théorie 
des Cristaux et la théorie des ^x-modules ont au départ des motivations 
complètement indépendantes. Nous remercions aussi nos collègues Gilles 
Christol et Luis Narvaez pour leurs contributions respectives qui ont fait 
progresser le sujet et l'ont rendu crédible. Les résultats de cet article ont 
été présentés à la Conférence Satellite de Géométrie Algébrique du CI. M. 
de Madrid 2006, Segovia (Espagne) 16-19 août 2006. 

2. Notations, conventions et rappels 

Une difficulté dans ce domaine est la cohérence des notations et de la ter- 
minologie. Nous avons essayé d'être aussi soigneux et simples que possible, 
autant du point de vue des notations que de la terminologie. En particulier, 
nous dirons de façon générique « cohomologie de de Rham f-adique » pour 
cohomologie de type de de Rham que nous considérons dans cet article et 
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plus spécialement « cohomologie de de Rham p-adique » lorsque l'anneau 
de base est de valuation d'inégales caractéristiques p > 0, étant entendu que 
tous les espaces de cohomologie de type de Rham naturels et intéressants 
doivent être canoniquement isomorphes par des théorèmes de comparaison 
convenables. Afin d'éviter des répétitions, nous utiliserons dans tout cet 
article les notations suivantes. 

Notation 2.0.1. - 1) R anneau commutatif ayant un élément 

unité, I idéal de R. R s := R/I s ,s ^ 1; en particulier Ri := 
R/I. 

2) V, m, k, K, e anneau de valuation discrète complet d'inégales carac- 
téristiques (p, 0) d'idéal maximal m, de corps résiduel k et de corps 
de fractions K et d'indice de ramification absolu e := v m (p). 

3) X/R schéma sur R. 

4) De façon générale, si / : Y —ï X est un morphisme d'espaces an- 
nelés sur R, nous notons 3>y^x/r le faisceau des opérateur dif- 
férentiels défini par récurrence sur l'ordre dans ([EGA IV4], §16) 
et noté 3>iff R (f~ l O x /R, O y /r)- Les notations @ y ^x/r, 2>x/r ■= 
Siïiff r (Ox/r) '■= @iff ' r(Ox/r,Ox/r) et leurs variantes sont au- 
jourd'hui universelles. 

4) Si Xj R est un schéma lisse sur R, un système de coordonnées locales 
x\,...,x n est constitué de sections locales du faisceau Ox/r telles 
que leurs différentielles forment une base locale du fibré des in- 
formes différentielles ([EGA IV 4 ], §16). 

5) ae N n ,a\ := a x \ ■ ■ ■ a n \, \a\ :=ai + - ••+«», Q := «!//?!(«-/?)!, 

-a ._ T °l . . . -an 
a- .— j/j . 

6) A Q := A£ := A%\ ■ ■ ■ := A" 1 • • • la suite des opérateurs 
différentiels associés à x = (x\ , . . . , x n ) et à a = (ai ,a n ) e N n : 
ces opérateurs sont caractérisés par A a (x^) = (^)a^~ Q ([EGA IV4], 
Thm. 16.11.2). 

7) i : Y » X immersion fermée de complémentaire j : U <—> X, 
p : Y x X — > X projection du produit sur le second facteur et q : 
yxX->y projection du produit sur le premier facteur, / : Y — > X 
morphisme de Y dans X. 

8) r := rw,u ■ W ^ U l'inclusion d'un ouvert dans un autre ; nous 
noterons r pour rw,u quand il n'y a pas de risque de confusion. 

9) Si / : Y — y X est un morphisme, nous notons par /*, / les images 
directe et inverse topologiques usuelles, par une image directe 
différentielle et par /^ iff une image inverse différentielle. 
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10) Si R est noethérien et A est une iî-algèbre, on note A' son complété 
f-adique (complété faible) pour la topologie i-adique de R [M-W], 
c'est donc par construction une algèbre sur le complété séparé R = 
R} de R qui est séparée pour la topologie i-adique. On appelera 
« iî-algèbre f-adique » une algèbre qui coïncide avec son complété 
f-adique. On pose A s := A/I s . 

11) Si A^ est une iî-algèbre f-adique, on note fi^t /r '■= ft s ^y R le Aï- 
module des formes différentielles séparées de A' . 

12) Si Ax est un faisceau d'anneaux sur un espace topologique X, on 
note Ax-Mod la catégorie des „4x-modules à gauche et Mod-„4x 
la catégorie des .Àx-modules à droite. Mais si Ax est commutatif, 
on note Mod(„4x) la catégorie des A^-modules. 

13) Si Ab est une catégorie abélienne, on note D*(Ab) sa catégorie 
dérivée (le signe * pouvant être vide ou prendre les valeurs +, — , b 
[V]). Mais nous notons D*{A X ) au lieu de D* (Mod(Ax)) dans le 
cas d'un faisceau d'anneaux commutatifs. 

Nous compléterons cette liste de notations au fur et à mesure et nous 
dressons leur liste dans l'index des notations. 

Comme le lecteur pourra le constater, la théorie de la catégorie homo- 
topique K* est insuffisante pour le présent article, alors que la théorie de 
la catégorie dérivée D* [V] est essentielle aussi bien pour les résultats que 
pour les démonstrations. 

Définition 2.0.2. — Nous rappelons qu'un complexe de modules sur 
un faisceau d'anneaux sur un espace topologique ou sur un site est parfait, 
selon Grothendieck, (relativement à la catégorie des modules localement 
libres de rang fini) si localement il admet une résolution de longueur finie 
dont les termes sont des modules libres de rang fini. 

Nous utilisons le critère de platitude locale sous la forme suivante ( [EGA 
IIIi], Chap. 0, 10.2.1), ([Bo], Bourbaki, Alg. comm., Chap. III, §5, n 2, 
Thm. 1). 

PROPOSITION 2.0.3. — Soient deux V-algèbres noethériennes D et D' , 
telles que l'idéal m est contenu dans le radical de D'. Si M est un (D, D')- 
bimodule qui est un D' -module de type fini et que les réductions modulo m s 
de M sont D s -plates pour tout s ^ 1, aiors M est un D-module à gauche 
plat. 



TOPOS INFINITÉSIMAL p-ADIQUE 



23 



Par définition d'une F-algèbre, V est contenu dans le centre de D. Les 
hypothèses de la proposition entraînent que M est D-idéalement séparé 
pour la topologie m-adique, c'est-à-dire pour tout idéal J à droite de D le 
D'-module à droite J <S>d M est séparé pour la topologie m-adique. 

2.1. Faisceau donné localement sur un espace topologique 

Si X est un espace topologique, rappelons qu'un faisceau d'ensembles 
donné localement est la donnée d'un recouvrement de X par des ouverts Ui, 
i G J, d'un faisceau d'ensembles T\ sur chaque ouvert, d'un isomorphisme 
ctij : J~i\Uij ~ J-j\Uij satisfaisant aux conditions de cocycles oiik = O-ij ° 
ctjk sur Uijk ■= Ui n Uj n Uk- On rappelle le théorème classique qui pour 
Grothendieck est le cas le plus simple de la méthode de la descente. 

Théorème 2.1.1. — Soit Ui, i £ J un recouvrement de X. Il existe 
un foncteur canonique de la catégorie des faisceaux d'ensembles donnés 
localement sur le recouvrement Ui, i G J dans la catégorie des faisceaux 
d'ensembles sur X qui est un inverse canonique au foncteur de restriction. 

Nous utilisons de façon essentielle le critère d'affinité d'un schéma fai- 
blement complet [A-M2] et le théorème du symbole total des opérateurs 
différentiels p-adiques ([M-Ni], [M-N3]), que nous allons rappeler rapide- 
ment pour la commodité du lecteur. 

2.2. Schémas f-adiques, critère d'affinité f-adique, produits 

fîbrés 

Soit R un anneau commutatif noethérien muni de la topologie définie 
par un idéal /. La notion de schéma faiblement complet pour la topolo- 
gie 2-adique de R a été définie par D. Meredith [Mr]. Rappelons que c'est 
un espace annelé 3^^ = (X, O^ -t /r) localement isomorphe à un schéma 
f-adique affine de type fini. Un schéma f-adique affine se construit ([Mr]) 
à partir d'une iî-algèbre faiblement complète de type fini, qui est noe- 
thérienne en vertu du théorème de Fulton, exactement comme se construit 
un schéma formel affine adique noethérien à partir d'un anneau adique 
noethérien [EGA I[. Par construction, si (X, C,^t /r) est un schéma faible- 
ment complet, c'est un espace localement annelé dont le faisceau structural 
/ R est cohérent et sa réduction (X, O x \ ir/I) := {X, O^ t /r®r x Rix) 
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est un i?i-schéma localement de type fini. En particulier, l'espace topolo- 
gique X est localement noethérien. On dira que := (X, Ogr\ m) est 
un relèvement f-adique de sa réduction. Nous utilisons systématiquement 
la terminologie schéma f-adique au lieu de schéma faiblement complet 
qui peut prêter à confusion puisque complet n'implique pas faiblement com- 
plet, le couple R D I étant sous-entendu quand il n'y a pas de risque de 
confusion précisément. 

Dans l'article [A-M2] nous avons démontré le critère d'affinité f-adique : 

Théorème 2.2.1. — Un schéma f-adique 56'^ = (X, 0^y R ) est affine 
si et seulement si le Ri-schéma (X, O % \ ir/Ï) est affine. 

Ce critère admet de nombreux corollaires importants et permet de rai- 
sonner avec la topologie de Zariski. 

COROLLAIRE 2.2.2. — L'espace localement annelé induit sur un ouvert 
affine par un schéma f-adique est un schéma f-adique affine. 

Ce corollaire produit beaucoup d'ouverts affines du site infinitésimal f- 
adique en remplaçant l'hypothèse « être un ouvert affine f-adique » par 
l'hypothèse plus pratique et plus souple « être un ouvert affine » au sens 
de la théorie des schémas. 

Notation 2.2.3. — Si ifi est un schéma f-adique et W est un ouvert de 
l'espace topologique U, on note U^W le schéma f-adique induit par W sur 
W. 

Corollaire 2.2.4. — Soient St^ = (X,0 x \ /r) un schéma f-adique 
et T un O j) \ 1 R -module cohérent. Si U est un ouvert affine, la cohomologie 
H l (U,T) est nulle pour i > 0. 

Démonstration. C'est une conséquence directe du critère d'affinité et du 
théorème d'acyclicité ([A-M2], Thm. 4.2.2), qui étend au-dessus de R le 
théorème d'acyclicité de Meredith [Mr], En particulier, si X est séparé, un 
recouvrement par des ouverts affines est un recouvrement de Leray pour 
tout /-R-module cohérent. ■ 

On en déduit le critère cohomologique suivant. 

Corollaire 2.2.5. — Soit un schéma f-adique = (X, O x \ i R ). Les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

1) le schéma SC'^ est f-adique affine, 



TOPOS INFINITÉSIMAL p-ADIQUE 



25 



2) sa réduction est un schéma affine, 

3) pour tout O f;\ ^-module cohérent T, le module H l (X, J 7 ) est nul 
pour i > 0. 

Démonstration. Il suffit de montrer que 3) implique 1). Mais un QxiR-r 
module cohérent T\ est aussi un O^ t /^-module cohérent et est donc co- 
homologiquement trivial par hypothèse. En vertu du critère d'affinité al- 
gébrique de Serre, le schéma (X, Ox/r ± ) est affine, et en vertu du critère 
d'affinité f-adique, le schéma 5£' est f-adique affine. ■ 

Remarque 2.2.6. — La méthode de l'article [A-M2] montre aussi le cri- 
tère d'affinité dans le cas des schémas formels et donc l'analogue du critère 
cohomologique précédent. Nous ignorons si ce résultat, qui ne semble pas 
figurer dans [EGA], était connu auparavant. 

Dans le même article, nous utilisons le critère d'affinité uniquement pour 
les ouverts affines déjà contenus dans les ouverts f-adiques affines pour 
démontrer l'existence de produits fibrés ([A-M2], Thm. 6.2.3) : 

Théorème 2.2.7. — La catégorie des schémas f-adiques sur un anneau 
noethérien R muni d 'une topologie définie par un idéal I admet des produits 
fibrés. 

L'existence du produit fibré dans le cas des schémas formels est démontré 
dans [EGA I[. Nous utilisons aussi le résultat suivant démontré dans ([A- 
M 2 ], 3.3.7). 

Théorème 2.2.8. — La catégorie des schémas f-adiques affines est 
équivalente à la catégorie des R-algèbres f-adiques de type fini. 

En particulier, un morphisme de schémas f-adiques affines provient d'un 
morphisme des algèbres associées. 

Nous ne considérons dans le présent article que les algèbres f-adiques (to- 
pologiquement) de type fini. Nous dirons algèbre f-adique pour algèbre 
f-adique topologiquement de type fini et schéma f-adique pour schéma 
f-adique localement topologiquement de type fini. Nous rappelons le théo- 
rème ([M-W], Thm. 3.2) : 

Théorème 2.2.9. — Soit : -> un morphisme de R-algèbres 
f-adiques. 

1 ) Si la réduction modulo I de u' est surjective, alors est surjective. 

2) Si B' une R-algèbre f-adique plate et si la réduction modulo I de 
est un isomorphisme, alors u' est un isomorphisme. 
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Nous en déduisons le théorème suivant. 

Théorème 2.2.10. — Soient 3£{ et deux schémas \-adiques et p 
un morphisme — > dont la réduction f modulo I est un isomor- 
phisme. Si est R-plat, le morphisme p est un isomorphisme. 

Démonstration. Il s'agit de montrer que le morphisme de faisceaux R- 
algèbres j " O '^-t , R — > O ^-t , R est un isomorphisme. La question est donc 
locale. On peut donc supposer que X\ et X2 sont affines. En vertu du 
critère d'affinité 12.2.11 les schémas f-adiques, St^ et sont donc affines 
d'algèbres A[ et A\ ; de plus. A\ est plate sur R. En vertu de l'équivalence 
I2.2.8( le morphisme p provient d'un morphisme d'algèbres A\ — > A\ dont 
la réduction est un isomorphisme. D'après le théorème l2.2.9l ce morphisme 
d'algèbres est un isomorphisme. Enfin, en vertu de l'équivalence I2.2.8| le 
morphisme p est un isomorphisme. ■ 

Remarque 2.2.11. — Le critère d'affinité dans la démonstration du théo- 
rème précédent n'est pas nécessaire si on se rappelle que, sur un schéma 
f-adique affine, l'espace annelé induit sur un ouvert principal est lui-même 
un schéma f-affine et que les ouverts principaux forment une base de la 
topologie. 



2.3. Algèbres f-adiques lisses et schémas f-adiques lisses 

Nous rappelons les propriétés essentielles de iî-lissité [A]. On dit qu'une 
iî-algèbre A est lisse si le morphisme structural Spec A — > Spcc R est lisse 
au sens de la théorie des schémas ([EGA IV4], §17) ; c'est une condition lo- 
cale à la source qui implique que Spcc A est localement de présentation finie 
sur Spec R, donc A est de présentation finie sur R. Dans le théorème des 
relèvements algébriques on ne fait aucune hypothèse sur le couple I <Z R. 

Théorème 2.3.1. — Si R est un anneau commutatif avec élément unité, 
I C R un idéal et Ai une Ri-algèbre lisse, alors Ai admet un relèvement 
lisse A sur R. 

Le premier résultat dans cette direction est dû à Grothendieck dans le 
cas d'un idéal / nilpotent qui est aussi l'un des tous premiers succès de la 
théorie des schémas et des éléments nilpotents. Le cas d'un couple I Cl R 
hcnsélicn est dû à R. Elkik. On rencontre bien entendu naturellement des 
couples I (1 R non henséliens où R est le plus souvent noethérien. 

Supposons maintenant que R est noethérien. 
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Théorème 2.3.2. — Soient f\ : Ai — > B\ un morphisme de Ri-algèbres 
de type fini, B\A^ des relèvements f-adiques de Bi,A\. Supposons que Ai 
est lisse sur Ri et que A^ est plate sur R. 

1) Le morphisme fi admet alors un relèvement /' : A^ — > . 

2) Soient f> : A^ —> C' un morphisme de R-algèbres, v' : 

un morphisme de R-algèbres surjectif et u\ un morphisme de Ri- 
algèbres Ai — > Bi qui factorise fi : fx = i>i ° u±. Il existe alors un 
morphisme de R-algèbres u' : A' — > B* qui se réduit modulo I à 
Ui et qui factorise y : f< = v' o u' . 

Lia, propriété 2) dans le théorème précédent exprime que l'algèbre A* est 
très lisse dans la terminologie de Monsky-Washnitzer [M-W] . 

Définition 2.3.3. — Nous dirons qu'une algèbre f-adique A' est une 
algèbre f-adique lisse sur R, sous-entendu pour la topologie I-adique, si 
l'une des conditions suivantes et équivalentes a lieu : 

1) l'algèbre A^ est plate sur R et sa réduction Ai est lisse sur R\, 

2) l'algèbre A s est lisse sur R s pour tout s ^ 1, 

3) l'algèbre A> est très lisse. 

Grothendieck dit formellement lisse pour la condition 2) et Monsky- 
Washnitzer disent très lisse pour la condition 3). Comme toutes ces défini- 
tions sont équivalentes, il est légitime d'appeler une telle algèbre f-adique 
lisse ou même simplement lisse, quand il n'y a pas de risque de confusion. Le 
complété f-adique A' d'un relèvement algébrique lisse A d'une iîi-algèbre 
lisse Ai est donc une algèbre f-adique lisse. 

Nous rappelons qu'on dit qu'un schéma est non singulier, ou est régulier, 
si tous ses anneaux locaux sont réguliers. Un schéma lisse sur un corps k 
est non singulier ; de plus, si le corps de base est parfait, un schéma non 
singulier localement de type fini sur k est lisse sur k ([EGA IV4], §17.15). 

Nous rappelons que si A^ est une iî-algèbre f-adique, le ^4t_ m0 cl u i e ÇÏ A t i R 
des formes différentielles séparées est de type fini ([M-W], Thm. 4.5), et 
que si A* est f-adique lisse, c'est un ^.T-module projectif ([M-W], Thm. 4.6). 
De plus, la réduction modulo I de Çl A ^ i R est canoniquement isomorphe à 
n Al / Rl ([M-W], Thm. 4.4). 

Définition 2.3.4. — On dit qu'un schéma f-adique SZ^ = (X, O^t /r) 
est « f-adique lisse » si son faisceau structural est plat sur R et que sa 
réduction Xi := (X, O y /r/I) est lisse sur i?i . 
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En utilisant le corollaire I2.2.4| on voit qu'un schéma f-adique = 
(X, O^-t / R ) est f-adique lisse si et seulement si son algèbre au-dessus de 
tout ouvert affine est une algèbre f-adique lisse. Un schéma f-adique lisse 
est plat, mais si la réduction est lisse un schéma f-adique plat est f-adique 
lisse. Quand on sait à l'avance que la réduction est lisse, comme c'est 
souvent le cas dans cet article, il vaut mieux dire « plat » au lieu de f- 
adique « lisse » pour les schémas f-adiques pour être précis et éviter toute 
confusion. 

Si est un schéma f-adique, le 0%\ /^-module / R des formes 
différentielles séparées est cohérent ; et si est f-adique lisse, c'est un 
O yt /^-module localement libre de type fini. 

Dans cet article nous dirons pour abréger relèvement au lieu relèvement 
f-adique, et donc relèvement plat au lieu de relèvement f-adique plat. 

2.4. Le théorème du symbole total d'un opérateur différentiel 

p-adique 

Soit = (X,0 /r) un schéma f-adique (non nécessairement lisse), 
on définit le faisceau des opérateurs différentiels @%-f/ R ([M-Ni], [M-N2]) : 

DÉFINITION 2.4.1. — Le faisceau 2>l r y R des opérateurs différentiels f- 
adiques est le sous-faisceau du faisceau des endomorphismes du faisceau 
structural £nd R {0/2;y R ) des sections P telles que pour tout s ^ 1 leur 
réduction modulo I s est un opérateur différentiel sur le R s -schéma X s := 
(X, O %;\ / R /I s ) dont l'ordre est localement borné par une fonction linéaire 
en s. 

Par définition, le faisceau ^^- t j R contient comme sous-faisceau d'al- 
gèbres le faisceau /R des opérateurs différentiels d'ordre localement fini, 
défini par récurrence sur l'ordre comme le faisceau des opérateurs différen- 
tiels de l'espace annelé SÇ^ = (X, O ^ t i R ) [M-N2]. Si 5£* est f-adique, lisse 
le faisceau S^-t / R est une O^ t /.R-algèbre filtrée par des 0$;\ / fl -modules 
localement libres de type fini ([M-N2]; appendice A). On peut étendre ce 
résultat au faisceau ^^-t/_R dans le cas d'un couple (V,m). Si est une 
algèbre f-adique, on note D' At , R l'anneau des sections globales des opéra- 
teurs différentiels du schéma f-adique affine associé. Dans l'article [M-N3] 
qui complète l'article de recherche [M-Ni] on démontre le théorème du 
symbole total en deux parties (Thm. 5.0.2, Thm. 6.0.7), la première partie 
définit le morphisme symbole total qui est alors injectif, la seconde partie 
montre qu'il est surjectif : 
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Théorème 2.4.2. — Soient SÇ^ un schéma f-adique lisse sur V etU un 
ouvert affine de X d'algèbre f-adique A' munie d'éléments x±, . . . , x n dont 
les différentielles dx\, . . . , dx n forment une base du module des formes dif- 
férentielles séparées fi^t /y Soient P un opérateur différentiel de l'anneau 
D' A ^ ,y := T(U, ^If-f/y) et o , a e N" la suite d'éléments de définis par : 

0</3<a 

Alors, l'opérateur P est égal à la série : 

P(x,A x ) :=£a Q A° 

De plus, l'application «symbole total » qui à un opérateur différentiel P 
associe son symbole total : 

a 

est un isomorphisme de ^-modules à gauche entre l'anneau des opéra- 
teur différentiels D' At ,y et l'algèbre . . . complétée f-adique de 
l'algèbre A'\£\, . . . , Ç„] pour la topologie m-adique de V. 

En fait, dans les articles ([M-Ni], [M-N3]) on ne disposait pas du critère 
d'affinité et on imposait en plus que le schéma f-adique induit 3C^\U := 
(U, Og£\/y\U) soit f-affine. Le critère d'affinité lève cette restriction gê- 
nante. 

L 'isomorphisme précédent ne respecte pas, bien entendu, la structure 
multiplicative et dépend des coordonnées locales. Le théorème du symbole 
total permet cependant de produire beaucoup d'opérateurs différentiels 
parce que les éléments de l'algèbre (A^ [£1 , . . . , sont faciles à décrire. Le 
théorème du symbole total admet de nombreuses applications importantes. 
Par exemple, on a la trivialité cohomologique, qui jouera un rôle essentiel 
dans cet article : 

Corollaire 2.4.3. — Soit un schéma f-adique affine lisse sur V 
muni de coordonnées globales. Alors, les V-modules H'(U, -S^t/y) son ^ 
nuls en degrés positifs. 

Démonstration. Soient A^ l'algèbre de U\ A^ -> . . . ,£ n )])t l'ex- 

tension naturelle, /t : (3 r *U)' ! — > W la projection associée de schémas 
f-adiques et / : T*U — > U la projection du fibré cotangent de U. En vertu 
du corollaire 12.2.41 et du théorème du symbole total, les images directes 
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R l f*0(a r *uy /y sont nulles en degrés positifs et l'on a l'isomorphisme de 
faisceaux V-modules : 

%*/v - f*°(ï*u)yv- 
Il en résulte les isomorphismes de V-modules : 

H\U,^ w/y ) ~ H\T*U,0^, u)yv ) 

et l'on est ramené au théorème d 'ac vclicité 12.2.41 pour les schémas f-adiques 
affines. ■ 

Cette démonstration figure déjà dans l'article [M-N3] dans le cas d'un 
schéma f-adique affine U et le critère d'affinité permet de supposer que U 
est affine. 

Remarque 2.4.4. — Tous les résultats de cet article qui reposent sur le 
théorème du symbole total ne sont démontrés que pour un couple (V, m) 
jusqu'à nouvel ordre. 

Remarque 2.4.5. — Dans la définition précédente on peut partir d'un 
.R-schéma formel = (X, 0%-a [EGA I] et définir le faisceau j R 
comme sous-faisceau du faisceau des endomorphismes du faisceau structu- 
ral et en imposant par réduction modulo I s des conditions de croissances 
de type f aux ordres des opérateurs différentiels. Le théorème du symbole 
total dans le cas d'un schéma formellement lisse sur un anneau noethérien 
R a lieu et établit de même un isomorphisme de A-modules à gauche entre 

Â/R e ^ ^ e com Plété f-adique . . . , £ n )])^ pour la topologie 7-adique 

de A mais la démonstration est élémentaire [M-N3]. De ce point de vue la 
situation est meilleure. 



3. Le site infinitésimal f-adique X^ n{ et son topos 

Soit R un anneau noethérien muni de la topologie 7-adique définie par 
un idéal / C R et soit (X, Ox/r^ un i?i-schéma lisse ([EGA IV4], §17). 



3.1. Le site infinitésimal f-adique 

Nous allons définir le site infinitésimal f-adique de X pour la topologie 
7-adique de R que nous noterons X^ n{ , le couple I <Z R étant sous-entendu. 
Nous ne considérons pas dans cet article de façon essentielle les change- 
ments de base du couple (R,I). 
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Définition 3.1.1.- 1) Un objet de la catégorie X- lnf est un ouvert 

U de l'espace topologique sous-jacent à X muni d'un relèvement W 
plat sur R, qui est donc un schéma f-adique W := (U, Oyt / R ) R- 
plat, muni d'un morphisme surjectif 

Ow/r -> O u/Rl -)• 

de noyau lOu\ /r ou (U ®U/Ri) es * I e schéma induit sur U. 

2) Un morphisme de la catégorie X^ ni est une inclusion d'ouverts r : 
W c -> U munie d'un morphisme r Ouï m — > Oyyt ir de faisceaux 
de R-algèbres rendant le diagramme suivant commutatif : 

r~ 1 U i /R — > O w y R 

I I 

r 1 O u/Rl — > O w/Rl . 

3) Un recouvrement d'un ouvert W est une famille de morphismes 
{ri : UJ, —> W ,7 € J} telle que la famille {U 7 ,7 G J} est un 
recouvrement de U . 

En vertu du théorème 12.2.71 la catégorie des schémas f-adiques sur R 
admet des produits fibrés, et le produit fibré de deux ouverts du site X^ nf 
est plat sur R. La catégorie X- lrii est stable par produit fibré : le changement 
de base d'un recouvrement est un recouvrement. Le composé d'un recou- 
vrement par des recouvrements est un recouvrement. La catégorie X- mî se 
trouve munie d'une topologie de Grothendieck qui devient donc un site : 
le Site Infinitésimal f-adique X^ nf du schéma X pour la topologie 7-adique 
de R. Le théorème des relèvements affines 12.3.11 montre que pour X lisse 
sur R\ le site X^ nf a beaucoup d'ouverts et de morphismes et le critère 
d' affinité 12 . 2 . 1 1 produit davantage d'ouverts et de morphismes du site X^ nf , 
ce qui lui donne une grande souplesse. 

Notation 3.1.2. - Nous notons ifi un objet du site infinitésimal f- 
adique X^ nf et : — > un morphisme du site X- ^ Si : — > 
est un morphisme du site X- mi nous noterons r : W — > U l'inclusion topo- 
logique et r* le morphisme structural r~ l O u ^ i R — > 0yy+ IR faisceaux de 
iî-algèbres sur W qui est donc un morphisme local. 

Remarque 3.1.3. — 1) Un morphisme : — > du site XJ { 

se factorise par construction : 

où U^\W — > est le morphisme d'inclusion canonique. Le mor- 
phisme — > U^\W est un isomorphisme, en vertu du théorème 
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12.2.101 En fait, c'est cet isomorphisme d'espaces localement an- 
nelés qui est le point essentiel dans ce qui va suivre. 

On aurait pu dans la définition du site précédent, partir d'un schéma 
localement de type fini et plat sur R\ et imposer aux objets d'être 
plats sur R, alors les morphismes du site sont des isomorphismes 
lorsque la réduction est une égalité. 

On aurait pu dans la définition du site précédent partir d'un schéma 
localement de type fini sur R\, n'imposer aucune condition res- 
trictive aux relèvements f-adiques mais imposer aux morphismes 
— » W\W d'être des isomorphismes. 

Mais aujourd'hui, nous ne savons pas à quelles conditions, en dehors 
du cas lisse, on obtient au-dessus d'un point singulier un site dont 
l'ensemble des objets est non vide dans la situation du 2) ou dont 
l'ensemble des morphismes est non vide dans la situation du 3). 
C'est pour cette raison-là que nous supposerons dans le présent 
article que X est lisse sur Ri, bien que formellement cela n'est 
pas indispensable, et que certains développements se transposent. 

Remarque 3.1.4. — A cause de la première partie de la remarque pré- 
cédente, il est facile de voir que la catégorie X^ ni admet des produit fibrés 
sans invoquer le théorème général que la catégorie des schémas f-adiques 
admet des produits fibrés. 

Remarque 3.1.5. — Pour tout s ^ Ion définit de même le site Xf n{ dont 
les objets sont les relèvements i? s -plats des ouverts de X. On a alors des 
foncteurs canoniques des catégories sous-jacentes X? ni — > X^ 1 — » X? ni , 
pour tout s ^ 1, puisqu'un ouvert du site X^ nf induit par réduction un 
ouvert du site X-^ qui induit un ouvert du site X? nî . Les méthodes de 
cet article montrent que ces foncteurs définissent des morphismes de topos 
abéliens. 



3.2. Le topos infinitésimal f-adique 

Soient Prefais(xj nf ), resp. Fais(X^ nf ) les catégories des préfaisceaux, 
resp. des faisceaux, à valeurs dans la catégorie des ensembles sur le site 
infinitésimal f-adique X^ nf . 
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Définition 3.2.1. — Soit W un ouvert du site X{ ni . On a alors un 
foncteur de restriction : 

R w : Prefais(Xl { ) Prefais(U) 

de la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur le site infinitésimal dans 
la catégorie des préfaisceaux d'ensembles sur l'espace topologique U qui à 
un préfaisceau Vint associe le préfaisceau Vu\ défini par : 

V W {W) ~Vinï(U f \W), 

où W\W est le schéma induit sur W par W , qui est bien un objet du site 
infinitésimal. Si W est un ouvert de W, le morphisme de restriction 

v w (w)-^r w {W) 

provient de l'inclusion d'espaces annelés W\W C W\W. 

Notation 3.2.2. — Si Ti n { est un préfaisceau sur le site X^ n{ et ifi un ou- 
vert, on note Tu\ '■= Rwi-^'mt) la restriction du préfaisceau J- ln { à l'ouvert 
U\ c'est donc un préfaisceau sur U pour la topologie de Zariski. 

Proposition 3.2.3. — Un préfaisceau d'ensembles Ji n f sur le site X? n{ 
est un faisceau si et seulement si pour tout ouvert Lfi sa restriction Tu\ est 
un faisceau sur U. 

Démonstration. Soit J-i n f un préfaisceau sur le site infinitésimal et sup- 
posons que pour tout ouvert sa restriction T u \ est un faisceau sur U. 
Soient {<fi a : W\. — > U*} un recouvrement de W et U a W a le recouvrement 
de U induit. Notons := W\W a le schéma t-adique induit par W sur 
W a . Pour chaque a le morphisme (f> a : — > W se factorise canonique- 
ment par un morphisme : — > U^,, qui est automatiquement un isomor- 
phisme. D'où des isomorphismes J-i n {(U^) ~ -7-"inf (W^) 1^ fournissent un 
diagramme commutatif : 




Les colonnes sont bijectives. Mais la ligne supérieure est exacte par hypo- 
thèse et donc la ligne inférieure est exacte. ■ 

DÉFINITION 3.2.4. — On définit Fam(Ouv(X? n{ )) comme la catégo- 
rie des familles des couples (W^J^t) indexés par les ouverts U) munis 
d'un faisceau d'ensemble Tu\ sur l'espace topologique U et des morphismes 
(tt)rt : f~ 1 -Fw ~^ -^wt indexés par les morphismes tels que : 
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1) les morphismes (j}) r t sont transitifs, 

2) on a l'égalité T u \\ w = F w \W , 

3) pour l'inclusion canonique r' :U'\W ^ W le morphisme ($) r t est 
l'identité. 

On a alors un foncteur canonique de restrictions : 

(Rest) : Faisixlf) — ► Fam{Ouv(xl f )) 

qui à un faisceau J-"i n f associe ses restrictions J- u \ := R u \(J- m i). 

Proposition 3.2.5. — Le foncteur canonique précédent (Rest) est une 
équivalence de catégories. Les morphismes (JJ) r t sont de plus des isomor- 
phismes. 

Démonstration. En effet, une famille de faisceaux d'ensembles T u \ in- 
dexée par les ouverts et qui appartient à la catégorie 
définit un préfaisceau sur le site infinitésimal. La restriction de ce préfais- 
ceau à tout ouvert du site est un faisceau de Zariski sur l'ouvert topolo- 
gique sous-jacent par hypothèse et, en vertu de la proposition précédente, 
ce préfaisceau est un faisceau. On obtient comme cela un inverse canonique 
au foncteur (Rest). La compatibilité avec la composition des morphismes 
montre que les morphismes (jt) r t sont des isomorphismes. ■ 

Cette équivalence canonique produit beaucoup de faisceaux sur le site. 

Exemples 3.2.6. — 1) La famille O^t /r des faisceaux structuraux 

des objets du site infinitésimal a la propriété de restriction par 
construction. Elle définit donc un faisceau de iî-algèbres, que nous 
noterons O x i /r ■ le faisceau structural du site infinitésimal t- 
adique X- nf . 

2) Pour tout j ^ la famille ^t/.R °- es formes j-différentielles séparées 
a la propriété de restriction par construction. Elle définit un faisceau 
de A -t ^-modules, que nous noterons fl J x f ^ R : le faisceau des 

formes j-différentielles séparées du site infinitésimal X? nf . 

3) La famille f^t/i? °^ es complexes de de Rham des formes différen- 
tielles séparées a la propriété de restriction par construction, la 
différentielle d commute aux restrictions (fl) r t ■ Elle définit un com- 
plexe de R- modules que nous noterons O^-t ./r '■ ^ e complexe de de 
Rham du site infinitésimal X^ f . 



TOPOS INFINITÉSIMAL p-ADIQUE 



35 



4) La famille ,%f, j R des fibres tangents, duaux des fibrés des 1-formes 
différentielles séparées des objets du site infinitésimal a la propriété 
de restriction par construction. Elle définit donc un faisceau de 
Ox.t t /^-modules, que nous noterons 3F x j j R : le fibré tangent du 
site infinitésimal f-adique X^ nf . 



Si rt : — > est un morphisme du site infinitésimal et si P est un 
opérateur différentiel de -S^t/^; on définit (t)) r t(P) comme le composé 



Cwt /r r ~ Cwt/_R — > r~ O u y R -» ©vvt//? 

dont la réduction modulo I s est un opérateur différentiel d'ordre égal à 
celui de la réduction modulo I a de P. C'est donc un opérateur différentiel 
de -â^yt/iî e ^ on °kti en t le morphisme de restriction 

(tt)rt : r l @ ut/R ->■ ^wt/fl 

compatible aux compositions des morphismes du site. En vertu de la pro- 
position précédente 13.2.51 on obtient un faisceau sur le site : 

Définition 3.2.7. — La famille qui à un ouvert U} associe le faisceau 
@ict/ R munie des morphismes de restriction (fl) r t définit un faisceau de 

Ox] { /R-&lgèbres que nous noterons Siï^ ^ R : le faisceau des opérateurs 

différentiels \-adiques sur le site X} n{ . 

Proposition 3.2.8. — La famille qui à un ouvert associe le faisceau 
^W/R des opérateurs différentiels d'ordre localement fini définit un sous- 
faisceau du O x J jR-a-lgèbres @x f { /r de faisceau $r x \ 

Démonstration. Il s'agit de montrer que les restrictions (jj) r t laissent 
stables les opérateurs différentiels d'ordre fini, mais c'est un conséquence 
du fait que les morphismes d'algèbres r* sont des isomorphismes. En fait, 
les restrictions (tt) r t conservent l'ordre des opérateurs différentiels. ■ 

Remarque 3.2.9. - 1) Les raisonnements que nous avons faits pour 

les faisceaux d'ensembles s'appliquent tout aussi bien pour les fais- 
ceaux à valeurs dans une catégorie abélienne ou pour les modules 
sur un faisceau d'anneaux sur le site infinitésimal. Nous utiliserons 
librement les résultats précédents dans ces contextes. 

2) Par exemple, si Ax? f est faisceau d'anneaux sur le site infinitésimal, 
un faisceau J-~i n f de Axl -modules est la donnée pour tout ouvert 
U) d'un faisceau de „4 w t-modules tel que T u ï\ w = -^wt|W et 
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pour tout morphisme d'un morphisme de restriction compatible 
à la composition 

(tt)rt : r~ x T u \ -> Tv>\ 

qui est (jj) r t -linéaire : 

(») r t(P(m)) = (tt) rt (P)((«) P t(m)) 

pour une section P de r A^ et une section m de r~ x T u \ et qui 
se réduit à l'application identique dans le cas de l'inclusion W\W C 

w. 

Notation 3.2.10. — Si Ax? est un faisceau d'anneaux sur le site, on 
note .Aj^-Mod la catégorie des _4 x t f -modules à gauche sur le site et 
Mod-Ax? f l a catégorie des Ax? -modules à droite sur le site. 



3.3. Le site infinitésimal f-adique affine 

Dans le cas où le schéma X est séparé il est plus commode d'utiliser le 
site infinitésimal f-adique affine. 

Définition 3.3.1. — Soit un Ri-schéma X lisse et séparé. On note 
la sous-catégorie pleine de la catégorie X? nf des relèvements des ou- 
verts affines de X. Muni de la topologie induite X^ ff devient un site, le 
site infinitésimal f-adique affine de X. 

Soit Fais(xl' i f ) la catégorie des faisceaux d'ensembles sur le site affine. 

Théorème 3.3.2. — Soit X un Ri-schéma lisse et séparé. Alors, le 
fondeur naturel de restriction : 

Faisixl,) -+ Fais(X^ S ) 

est une équivalence de catégories. 

Démonstration. Soient T un faisceau d'ensembles sur le site infinitésimal 
affine et un ouvert du site infinitésimal. Soit U a , a G I un recouvrement 
par des ouverts affines de U. En vertu du critère d'affinité 12.2.11 si U a est 
un ouvert affine de U, l'espace annelé := (U a , O u \ /n\U a ) est un ouvert 
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du site infinitésimal affine. Soient alors les deux morphismes de restriction : 

11^*4)=* n ^ u U) 

a£l a,0&I 

de noyau (ou lieu des coïncidences) noté Ker(J). On définit : 

T{U r ) := Ker(J). 

Cet ensemble ne dépend pas du recouvrement U a ,a G /. En effet, soit 
Wp , /3 G J un autre recouvrement ; alors pour tout a G I les ouverts affines 
U a ,{3 '■= U a n Wfj forment un recouvrement de U a . Si Sp,f3 G J est une 
famille de sections de T qui se recollent, leurs restrictions aux ouverts U a ^ 
forment une famille de sections qui se recollent et par hypothèse définissent 
une section s a au-dessus de l'ouvert U^. La famille s a ,a G I se recolle et 
définit un élément de l'ensemble T(Iâ\J-), ce qui fournit une identification 
entre l'ensemble construit à partir du recouvrement U a ,a G / et celui 
construit à partir du recouvrement Wp, (3 G J . 

Soit : — > un morphisme du site et soit un recouvrement U a , a G 
I de U tel que pour un sous-ensemble J C / les ouverts W a := U a , a G J 
forment un recouvrement de W. On obtient pour tout a G J un morphisme 
du site affine ->• U\. Si s a ,a G / est une famille de sections qui se 
recollent, alors leurs restrictions aux ouverts affines est une famille de 
sections qui se recollent. D'où un morphisme de restriction : 

P{tf) J"(W f ) 

et on obtient de façon évidente un préfaisceau d'ensembles sur le site infi- 
nitésimal. 

Il s'agit de montrer que ce préfaisceau est un faisceau. Soit U Q g/W^ un 
recouvrement de l'ouvert Lfi et U 76 / Q [/ Qi7 un recouvrement de l'ouvert U a 
par des ouverts affines. Le morphisme Li^ — > lfi\U a induit un morphisme 
du site affine : 

qui est un isomorphisme en vertu de 12.2.101 et induit une bijection d'en- 
sembles 

T(Ui\U an )^T(UÎ\U an ). 
On obtient un diagramme commutatif : 



; J >8 
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I I 

i i 

U an H^\u a ,- f ) =* Y[ an ,p, s H^\u a , y , , s ) 

dont les morphismes verticaux des deux dernières lignes sont des isomor- 
phismes. Le noyau de la dernière ligne est l'ensemble T(W,J-). Il suffit 
de montrer que le morphisme induit sur les noyaux des deux premières 
lignes est bijectif. Il est injectif de façon évidente. Un élément du noyau 
de la deuxième ligne définit une famille de sections de T au-dessus des 
ouverts U\ qui se recollent. Le morphisme est surjectif. Cela montre que le 
diagramme : 

est exact et le préfaisceau T est un faisceau. Le foncteur de restriction du 
théorème est essentiellement surjectif. 

De même, on voit facilement qu'un morphisme de faisceaux d'ensembles 
sur le site infinitésimal est uniquement déterminé par sa restriction aux 
faisceaux d'ensembles sur le site infinitésimal affine. Le morphisme de res- 
triction du théorème est pleinement fidèle. ■ 



4. Le faisceau Q x \ des automorphismes du faisceau 

inf 

structural qui se réduisent à l'identité modulo I 
4.1. Le faisceau d'ensembles de transfert É/^t-^t 

Soient W\ 3,' des relèvements des iîi-schéma Y, X et / : Y — > X un 
morphisme de iîi-schémas. 

On peut considérer le faisceau d'ensembles sur Y des morphisme d'es- 
paces d'annelés de ^ dans 3£* qui se réduisent modulo / au morphisme 
/. Mais de façon équivalente il est plus commode pour pour nous de faire 
la définition suivante qui fait le lien avec le calcul différentiel des chapitres 
qui suivent. 

DÉFINITION 4.1.1. — Le faisceau É/^t-^t d'ensembles sur Y de trans- 
fert est le sous-faisceau du faisceau Jtf'omR^f 0%x/R,Qgr\ ir) des mor- 
phismes de iï-algèbres qui se réduisent modulo l'idéal I au morphisme 
structural de Ri-algèbres fl : f^ 1 O x /R 1 ^ Oy/Rt- 
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Une section globale du faisceau d'ensembles G<3f\^,sc\ est par construction 
un morphisme d'espaces localement annelés. 

Notation 4.1.2. — 1) Dans la notation G«j^s;i le morphisme / 

de i?i-schémas est sous-entendu quand il n'y a pas de risque de 
confusion. 

2) Notons Gsc\ le faisceau de transfert correspondant au morphisme 
identique de X. 

3) Notons R[G&t-t&i] I e faisceau de iî-modules engendré par le R- 
module libre des sections du faisceau de transfert Gty\^rse\- 

4) Le module R[Ggr est naturellement un (R[G?yi], f~ 1 R[Gsc'<\)~ 
bimodule. 

Le cas le plus important est le cas où Y et X sont affines d'algèbres B, A 
et *3f\ =$£"1 des relèvements d'algèbres B\A^ . En vertu de l'équivalence 
12.2.81 les sections globales du faisceau G^i^ar t correspondent aux mor- 
phismes de -R-algèbres — > B< qui se réduisent modulo I au morphisme 
structural f : A—¥ B. 

Notation 4.1.3. — Si A' est une i?-algèbre, on note G^t l'ensemble des 
morphismes de iî-algèbres A^ — > A^ qui se réduisent modulo I à l'identité. 

Proposition 4.1.4. — Si A^ est R-plate alors l'ensemble G A t est un 
groupe. Plus généralement, si est plat sur R, le faisceau G%ri d'en- 
sembles est un faisceau de groupes. 

Démonstration. C'est une conséquence du théorème l2.2.9l et du théorème 
12.2.101 ■ 

Définition 4.1.5. — Si est un morphisme du site infinitésimal X^ nf , 
le morphisme de faisceaux r* : r~ 1 Om — > Cyvt /r es ^ un isomorphisme 
de faisceaux de R-algèbres, en vertu de \2.2.lŒ On définit le morphisme de 
restriction 

(tt)rt : r^Gw -> £wt 

par g i— > r* ogor*^ 1 . La famille Q u \ et les morphismes (fl) r t ont la propriété 
13.2.51 Ils définissent un faisceau de groupes sur le site infinitésimal. 

Notation 4.1.6. — On note Q x \ f le faisceau de groupes ainsi défini; 
c'est le faisceau des automorphismes de iî-algèbres du faisceau structural 
O x t j R qui se réduisent modulo i à l'identité. 
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Proposition 4.1.7. — Un préfaisceau V ln {, resp. un faisceau J-"i n f , d'en- 
sembles sur le site infinitésimal X^ nf est un Gx? -préfaisceau, resp. faisceau, 
à gauche d'ensembles. 

Démonstration. Soient un ouvert du site et ifi — > W un morphisme 
du site X? n{ défini par g : O u \ / R — > Ojjy R qui est donc un isomorphisme. 
La restriction (jj) g induite par g du préfaisceau Vmf(M ) ~ > VmiQJ ) est 
donc bijective. Pour deux morphismes g\,gi on a (j}) S29l = (tt)g 2 (tt)si ■ Mais 
par construction, g est une section globale du faisceau Q x ? au-dessus de 
l'ouvert tft . Cela définit une action à gauche de Éod f (^) sur 7 3 inf(W'). 
Cette action induit une action à gauche de Q u \ sur la restriction Vu\ . 

Si r* : — > ffl est un morphisme du site, on a un diagramme commu- 
tatif : 

V- mf (W\W) Wg ) V- mf (W\W) 

|(»)rt |(tt) r t 

Purf(wt) iîk^ p inf (wt) 

qui montre que l'action commute aux restrictions. Les mêmes arguments 
valent dans le cas du faisceau JSnf- Par construction, si VÔ est un ouvert 
du site et si J-"i n f est faisceau d'ensemble sur le site sa restriction P u \ (J-inf ) 
est un Ç7 w t-niodule à gauche. ■ 



4.1.1. Un peu plus généralement, si / : Y — > X est un morphisme 
de i?i-schémas lisses et Agri est un faisceau de iî-algèbres sur Y. on 
peut considérer le „4»^t-module à gauche A&t [G<&i-*$ -t] engendré par le 
module libre des sections du faisceau de transfert É^t-j-j/t- Si de plus 
A<%\ es t un Çyj;t-module à gauche le module A$:f[G,%'i] est naturelle- 
ment un faisceau d'algèbres où le produit est le produit croisé défini par 
P\g\Pigi ■— P\Pg 1 (P2)9i92, où p est la représentation de G&t sur A%î. 

En particulier, si Ax? f est un faisceau de iî-algèbres sur le site Xj nf , 
pour tout ouvert W l'algèbre Ayt est un Ç/ w t-niodule à gauche et le module 
Aui [Gw\ est muni du produit croisé. Si J- m t est un Ax? -module à gauche, 
sa restriction T u \ est un Ayt [Ç? w t]-module à gauche. Le faisceau de transfert 
Ayi[G&\-y%-\] est naturellement un (A&i [G&t], f~ 1 Ayi [É?^t])-bimodule 
où l'action à droite est définie par r' P := (jj) r t (P)r'. 



4.2. La catégorie Ax? -Mod des Ax? -modules à gauche sur le 

site f-adique 

Soit Ax? f un faisceau de iî-algèbres sur le site infinitésimal. On dispose 
donc de la catégorie Axî ,-Mod des Axï .-modules à gauche. Soit F in i un 
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faisceau de Axl -modules à gauche sur le site X- lvd . Si W est un ouvert du 
site, alors sa restriction J~ w t est un faisceau de Zariski de _4 w t-modules à 
gauche sur U, sur le lequel le faisceau de groupes Q u \ agit à gauche. C'est 
donc un module sur l'algèbre du groupe Au\ [Qw\- Nous allons donner une 
définition équivalente des objets de la catégorie Ax f -Mod, qui nous servira 
de transition à la catégorie des modules spéciaux. 

Proposition 4.2.1. — La donnée d' un Ax'' t ~module à gauche Ti n { sur 
le site XjL est la donnée, pour tout ouvert du site X^ n{ , d'un faisceau 
T u \ de Aift[Qut]-modules à gauche, et la donnée, pour pour tout couple 
d'objets du site X? n{ , avec r : W U, d'un morphisme de 
Awi [Gwt]-modules à gauche 

(tt) : <Awt[Gwi->w] ®r-iA u ,[ç w \ — ^w*- 

En outre, ces données doivent satisfaire les conditions : 

1) pour un couple (W\W,W), avec W U, on a T u \\ w = T U \\W , 
et le morphisme (jj) coïncide avec le morphisme canonique, 

2) pour un triplet (W'\W\W), avec r' : W M- W et r : W M- U, le 
diagramme suivant est commutatif : 

^W't[Wt-wt]®^'^ 1 (^wt[Swt-wt]®r _1 J r w t)^^ W /t[Ç w -t- w t]®(r / or) _1 J r w t 

I I 

^4.yV't [^W't->Wt] ® r -^W"l" > ^Sv't- 

Démonstration. Soit J 7 ^ un AxJ f -module à gauche. En vertu des propo- 
sitions [XHU et rÇTTT] Tinf est la donnée d'une famille de Ajj\ [Gui] -modules 
à gauche T u ^ paramétrée par les ouverts W , et de plus, pour chaque mor- 
phisme du site : — > , d'un morphisme de restriction 

Soient W^, W deux ouverts tels que W C U , et r* une section globale 
au-dessus de W du faisceau de transfert Gw^W 'W 1 définit une restriction 
(jj) r t : r~ x T u \ — > On a par linéarité un morphisme de -4yvt[£wt]- 

modules à gauche 

(tt) : -^wt [Gw^w] ®t-^a w [ç w ] r^Fw - -^wt 

qui a les propriétés de la proposition. La transitivité des morphismes (jj) r t 
entraîne la transitivité des morphismes (jj). 

Réciproquement, une famille de Ayi [Gw\ -modules à gauche munie de 
morphismes (jj) ayant les propriétés de la proposition définit une famille 
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munie de morphismes ((J) r t compatibles à la compositions des morphismes 
ayant les propriétés de la proposition l3.2.5l et définit un objet de la catégorie 
Mod(A x ï )■ " 

Théorème 4.2.2. — Soient Av* 1 un faisceau d'anneaux sur le site Xt f , 

inf lïïï 

J-[ n { un Ax? { -module à gauche et et W deux ouverts du site tels que 
W C U. Alors, le morphisme de Ayyi [Gw>]-modules à gauche (Jj) de la 
proposition précédente 

(tt) : ^w* [Gw^w] ®r-iA w [ç w \ r^Fw - 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Soit T C W un ouvert au-dessus duquel le morphisme 
d'inclusion se relève en une section de Gwf-yuf ■ Alors, le morphisme (Jj) 
est un isomorphisme au-dessus de T. En effet, si w est une section de Fyj] 
au-dessus de T, elle est l'image de ® ($)~}(w) par le morphisme (jj), ce 
qui montre qu'il est surjectif. Si l'image par le morphisme (Jj) d'une section 
le forme ® u pour une section u de r _1 J r w t est nulle, nécessairement 
u est nulle, mais engendre Ayyî [Qy\/i^,w] comme r~ x Ajj\ [Ç? w t]-module 
libre à droite au-dessus de T. Cela montre que le morphisme (jj) est injectif. 

Soit T un voisinage affine d'un point de W. En vertu du critère d'affinité, 
les schémas f-adiques W"|T et lfî\T sont affines et, en vertu du théorème 
I2.3.2I le morphisme d'inclusion se relève en une section de Qyyt^w au ~ 
dessus de T. Le morphisme (U) est un isomorphisme au voisinage des tous 
les points de W. ■ 

DÉFINITION 4.2.3. — Soient X un Ri-schéma lisse, Axl f un faisceau 
d'anneaux sur le site X^ ni , un relèvement plat sur R de X et T %\ un 
A%-i[G3ri]~ m °dules à gauche. Si est un ouvert du site de X on définit 
le Au\ [Gui ]-module à gauche : 

Si W',W sont deux ouverts tels que W C U, on définit le morphisme 
(tt): 

A w t[Ç W i^ W ] ®r-iAu,lQu<] r ~ 1 PAx^.S^ {J 7 .ri)w ~> P A x ^ f ,X t G^Tt ) Wt 

provenant, par produit tensoriel, du morphisme naturel provenant de la 
composition : 

A w t[Ç w ^ u \] ®r-^A w [g w \ r^AufiGm^^f] -> A w t[G W f^.^t}. 
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La famille P^ x , %\ (Fx^W et ^ es morphismes (jj) satisfont les conditions 

inf ' 

de la proposition précédente. Ils définissent donc un Ax^ -module à gauche 
Pa t ÇF<&\ ) sur le site infinitésimal. 
On obtient le fondeur prolongement 

■ Art [Qx-t ]-Mod ->■ A x t af -Mod. 

Lemme 4.2.4. — Le fondeur Pa , $-t est exact. 

Démonstration. En effet le r~ x Axï [G se t] -module à droite Au\ [Gw^xA 
est localement libre de rang 1. 

Exemple 4.2.5. — 1) Le prolongement Pr x , ,â't(0i't/ij) du fais- 

ceau structural est le faisceau structural 0jt j R du site. 

2) Le complexe de de Rham f^-t/jj est un complexe de R[Gs">Y 
modules à gauche et son prolongement Pr x , ,<%-\ (^â"t/iî) es ^> P ar 
construction, le complexe de de Rham fi^-t / R du site. 

Théorème 4.2.6. — Soit SK^ un relèvement plat sur R d'un schéma X 
lisse sur R\. Alors, le fondeur prolongement P_^ xl est une équivalence 

inf ' 

de catégories entre les catégories A%\ [Ç ^ tJ-Mod et Ax) -Mod qui est un 
inverse canonique du fondeur de restriction naturel R%-î ■ 

Démonstration. Il est évident que si est un A %\ [^-t]-module à 

gauche, la restriction à du Axl f -module à gauche Pa x < 
coïncide avec le A%-\ [Ç/^t ]-module à gauche T%\. On a donc l'isomor- 
phisme canonique de foncteurs R%;\ o P^ x , — Id. Soit J- m i un Ax? £ - 
module à gauche et notons sa restriction à SK"'. Si U\ r : U X, est 
un ouvert du site, la valeur du module P4 , _£"t (-T^t ) au-dessus de tft 

inf ' 

est : 

p A x < ,a:t{F*t)u* '■= AaAGu^scA ®r-^A x *[g x <] r' 1 ?,*-* 

qui est, en vertu du théorème précédent, canoniquement isomorphe au 
■A-ui [^wt/iî]-niodule Tu\- Si W\W sont deux ouverts tels que W C U, 
le diagramme suivant : 

A w -i- [Gw^w] <8> r~ l A u \ [Gw^-xt] <8> r~ x T%\ ~ „4 w t [0wt->wt] (8> r -1 J" w t 

r'%[Sft] 
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est commutatif par la transitivité des morphismes (jj) pour le triplet 
(yV\U\ Sf^). On a donc canoniquement l'isomorphisme de foncteurs 

P A x i n{ ,Xi ;: R / = 1,1 ■ 
Autrement dit, les foncteurs Pa v , ft et R%-\ sont canoniquement inverses 

inf ' 

l'un de l'autre. ■ 

Corollaire 4.2.7. — La catégorie A%-\ [£, r t]-Mod des A%\ [Ç r t]-mo- 
dules à gauche ne dépend pas à équivalence canonique près du relèvement 
de X dans le cas d'un relèvement plat d'un schéma lisse. 

En fait, si 3£-[ et 3^^ sont deux relèvements lisses de X, on a un dia- 
gramme commutatif d'équivalences de catégories : 

A, - Ç, , Mod ► .1 ,■{),■ M.hI 

\ S 

Axl { -Mod 

où les foncteurs obliques sont les prolongements canoniques et le foncteur 
horizontal est le foncteur image inverse ou directe (c'est comme on veut) 




La catégorie Ax? -Mod des Ax? -modules à gauche a toutes les proprié- 
tés d'une catégorie de modules sur un espace topologique dans le cas d'un 
schéma lisse. Par exemple : 

Corollaire 4.2.8. — Soit X un schéma lisse sur Ri et soit (Ui,i e I) 
une famille d'ouverts du site X- mf telle que les ouverts Ui,i € I, recouvrent 
X. Alors, le foncteur qui à un faisceau J 7 ^ de Ax f -modules sur le site 
associe ses restrictions Fu^i S 1% es t une équivalence de catégories entre 
la catégorie Ax? -Mod et la catégorie des faisceaux donnés localement : 
les familles de Auî[G u î\-modules, i G I, munis d'isomorphismes de 
recollement satisfaisant les conditions de cocycle. 

Démonstration. Un isomorphisme de recollement entre J 7 u i et Tu 3 au- 
dessus de Ui (~l Uj est un isomorphisme de recollement de faisceaux de 
•^(u nu ) f - m °dules sur le site f-adique de Ui f]Uj, ce qui est équivalent, en 
vertu de ce qui précède, à un isomorphisme de recollement à leur restriction 
à tout relèvement de f/, n Uj. Les conditions de cocycle se traduisent en 
conditions de cocycles pour les recollements de faisceaux sur des espaces 
topologiques. On est ramené au recollement de faisceaux de modules sur 
les espaces topologiques et de leurs morphismes, sans à avoir à invoquer le 
recollement plus délicat de faisceaux sur un site. ■ 
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4.3. Le faisceau J^om^xt (^îmfj^inf) de deux Axï f -modules à 

gauche 

Si T\ i n f et J-~2 inf sont deux Ax? -modules à gauche, où Axï f est un fais- 
ceau de iï-algèbres, nous allons définir le faisceau Jf?om^ x , ÇF± inf, Ti i n f) 

qui est un faisceau sur le site X-* de iî-modules. Si est un ouvert, 
le faisceau Jfbrn^, (^1 u t , ^2 u t ) est un faisceau de Zariski sur U de R- 
modules. Si : — ï est un morphisme du site X\ ^ , le morphisme de 
restriction (jj) r t : T ~ X 3~\w ~ ^ ^uvt es ^ inversible. On définit la restriction 

(jj) r t : r^ 1 om Au , (J"i wt , T 2W ) -> Jfom^ wi (J : ' lw t, ^wt) 

par (f) H- (U) r t o cj)o ((tj) r t) _1 . 

Proposition 4.3.1. — La famille (U^J^fom^iJ^iuu^u^)) munie 
des morphismes de restriction précédents (|) r t définit un faisceau, noté 
M'ornai i n f, J-2 inf), qui est un faisceau de R-modules sur le site X? n{ . 

Démonstration. En effet, cette famille est de façon évidente un objet de 
la catégorie 

Remarque 4.3.2. — Le foncteur J 7 ^ i-ï M'om j \ xi {Axï j-^inf) es t ca- 
noniquement isomorphe par construction au foncteur identique de la caté- 
gorie des Axî -modules. 

Remarque 4.3.3. — Par contre, le lecteur prendra garde que les sections 
globales du faisceau J^om Aw {J-iw^2w) ne sont pas, en général, les 
morphismes entre T\ i n f , J~2 inf au-dessus de U, et que Horn^, («4j/.t f , J-i n f) 
n'est pas égal, en général, à T{U\T m {) = T(U, R U i (J^nf))- C'est là un point 
important dans cette théorie. 



4.4. Le faisceau J-finf <^a^ ^2 inf d'un Ax^ -module à gauche et 

inf "ni 

d'un A\-t -module à droite 

Si T\ inf est un Axï -modules à droite, J^inf un Axï -module à gauche 
et W est un ouvert du site, le faisceau J-\ui ®A U -. ^~iW es ^ un faisceau de 
Zariski sur U de iî-modules. Si r' : W' — > est un morphisme du site 
X. j { , on définit la restriction : 

(tt)rt : r_1 - F lt/t ®A W F2W -> ^.Wt &Uwt ^2Wt 

comme le produit tensoriel des restrictions. 
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Proposition 4.4.1. — La famille , T x u \ ®a u - W ) munie des mor- 
phismes de restriction précédents (jj) r t définit un faisceau, noté T\ i n f ®a X '. 
-T^infj Qui est un faisceau de R-modules sur le site X^ nf . 

Démonstration. En effet, cette famille est de façon évidente un objet de 
la catégorie Fam(Ouv(X^ nf )). ■ 



4.5. Les foncteurs de prolongement et de restriction 

Soient Ax? f un faisceau d'anneaux sur le site et W un objet du site X^ n{ . 
On a un foncteur de restriction : 

R w : A^-Mod -> A w [G w ]-Mod 

qui à J-; n f associe . Nous allons définir un foncteur prolongement : 

Pa xL{ .w ■ A w [Ç w ]-Mod A x i f /R -Mod. 

Soient un ouvert du site, r : W DU =-> W l'inclusion canonique et T u i 
un Ayï [Guî] -module. On définit : 

^ Alnf ,wt(J w t)(w t ) ■■= n(A W i lwnu [g W i lWnu ^ w ] ®F w \WnU). 

Au> [Ow\\w nu 

La famille P A r , u t (J-y-t )(W') définit de façon évidente un faisceau 
Pa r t wÇ^w) de Ax^ -modules à gauche sur le site X} n{ . 

PROPOSITION 4.5.1. — Soit un Ri-schéma lisse X. Alors, le foncteur 
prolongement P4 , est un adjoint à droite du foncteur restriction i? w t : 

inf ' 

Hom ^, [OW ( R W?, ?) - Hom -A* Lf (?, ^4 x|nf ,W ?)■ 

Démonstration. En fait, pour un ouvert U de X on a un foncteur naturel 
de restriction : 

Axl t -Mod .Âj/t -Mod 
qui admet un adjoint à droite Pa x \ ,u? t - Cet adjoint associe à un -Aj/.t { - 
module à gauche .Fj/.t f sur le site U^ ni le _4x f f -module à gauche J-x.t f sur le 
site X/jf dont la valeur sur un ouvert est le faisceau r^J 7 ^ t (W^\WnU). 
L'adjonction de la proposition résulte alors de l'équivalence du théorème 
I4TH1 ■ 

De la même façon, on dispose du résultat suivant. 
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Proposition 4.5.2. — Soit un Ri-schéma lisse X, le foncteur de res- 
triction R u \ admet un adjoint à gauche : 

Pa xL( ,W\ ■ Honu *Lf ( P "ti ? ' ? ) - Hom A,.[G wt ]( ? ,^t?)- 

Démonstration. Si r : W n U W, on définit : 

*4«t [Sut] \wnu 

où n est le foncteur prolongement par zéro. La famille -Pa x , ,wti(J : i/t)(VV^) 
définit de façon évidente un faisceau Pa x < ,W\{^~w) de Ax) f -modules à 
gauche sur le site X^ ni . Remarquons que le foncteur Pa x \ ,W\ es t exact. ■ 

Corollaire 4.5.3. — Soit un Ri-schéma lisse X. Alors, les foncteurs 
Ru\ et Pa , u \ transforment injectifs en injectifs. 

X inf' 

Démonstration. En effet, ils sont tous les deux adjoints à droite d'un 
foncteur qui est exact. ■ 

5. L'inclusion Q y \ ^ 5?tt /D 

A xoi A inf/ K 

Théorème 5.0.4. — Soit 3,' un schéma f-adique sur R. Le faisceau 
G est alors un sous-faisceau de semi-groupes pour la structure multipli- 
cative du faisceau d'anneaux *3> , R - 

Démonstration. Par définition, les deux faisceaux Ç? r t et , R sont 
des sous-faisceaux du faisceau des endomorphismes Endnip %\ /r). Il suffit 
de montrer que si g est une section du faisceau , sa réduction g s modulo 
I a comme section de £ndu B (Ox B /R B ) est un opérateur différentiel d'ordre 
borné par une fonction linéaire en s. Nous allons montrer qu'en fait g s est un 
opérateur différentiel d'ordre s — 1 avec s ^ 1. Par définition d'un opérateur 
différentiel d'ordre s — 1, avec s ^ 1, il suffit de montrer que si ai, . . . , a s sont 
des sections du faisceau Ox b /r, b -, alors le s-commutateur [. . . [g s , a s ], . . . , ai] 
est un endomorphisme nul. Mais on a l'égalité d 'endomorphismes 

[■ ■ • [5s, a s ], . . . ,oi] = (.a s (a s ) - a s ) ■ ■ ■ (g a (a{) - ai)g s , 

et comme pour tout élément a l'élément (g s (a) — a) appartient à l'idéal 
engendré par /. l'endomorphisme [. . . \g s , a s ], . . . , ai] appartient à l'idéal 
engendré par I s et est donc nul comme élément de £ndjî B (Ox B /R B )- ■ 
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COROLLAIRE 5.0.5. — Si P est un opérateur différentiel sur un schéma 
f-adique plat 3t~^ et g est un élément du groupe G&t, l'endomorphisme 
gPg~ x est un opérateur différentiel. 

Un peu plus généralement, on dispose du théorème suivant. 

Théorème 5.0.6. — Soient Y — ^ X un morphisme de Ri-schéma, <3ft 
et deux schémas f-adiques sur R qui relèvent Y et X, et et deux 
morphismes de Ggri^xi- Alors, pour tout s ^ 1 la réduction v s modulo I s 
de est un opérateur différentiel d'ordre s — 1 de la réduction u s modulo 
I s de ut : %^ Xb/Rs := ®iff r.^Oxjr^O^/rJ ([EGA IV 4 ], §16). 

Démonstration. La question est locale. Par définition d'un opérateur dif- 
férentiel, comme élément du faisceau J^omR s {u~ 1 Ox 3 /r s , Oy s /r s ) d'ordre 
s — 1, s ^ 1, il suffit de montrer que si ai, . . . , a s sont des sections du fais- 
ceau Ox s /r s alors le s-commutateur [. . . [v s , u s (a s )], . . . , u s (ai)], comme 
élément du faisceau J^foniR^ (uJ 1 Ox s /r s , Oy s /R s ), est un homomorphisme 
nul. Mais on a l'égalité d'homomorphismes : 

[. . . [v s ,u s (a s )], . . . ,u s (ai)] = (v s (a s ) - u s (a s )) ■ ■ ■ (v s (ai) - u s (ai))v s , 

et comme pour tout élément a, l'élément v s (a) — u s (a) appartient à l'idéal 
engendré par /, l 'homomorphisme [. . . [v s , u s (a s )], . . . , u s (ai)] appartient 
à l'idéal engendré par / s et est donc nul comme élément du faisceau 
,^om Rs (u- l Ox s /R s ,OY s / Rs ). m 

Corollaire 5.0.7. — Soit un Ri-schéma lisse X, le faisceau Q x \ est 
un sous-faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau 
d'anneaux £^tt m- 

A inf/ K 

Démonstration. En effet, par construction, pour tout ouvert du site, 
l'inclusion Q u \ S!yy R commute aux restrictions pour tout morphisme 
du site. ■ 

Corollaire 5.0.8. — Soient V un anneau de valuation discrète com- 
plet, et A' une V-algèbre f-adique lisse munie d'éléments x\, . . . , x n tels que 
{dx\, . . . ,dx n } est une base du module des formes différentielles séparées 
Q A i / v . L'application qui à un élément g du groupe G^t associe 

6(g) = (frfo), . . . , ô n (g)) := ((g - l)( Xl ), ...,(g- l)(x n )) 

est une bijection du groupe G^t sur (mA^) n . L'application inverse associe 
à a = (ai, . . . , a„) l'opérateur différentiel 
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Démonstration. En effet, comme g est un opérateur différentiel en vertu 
du théorème 15.0.41 il est égal en vertu de la première partie du théorème 
du symbole total 12.4.21 à la série 

]Ta Q A«, aveca Q = £ Q {-xfg{x a ^). 

qSN™ 0</9<a 

Mais comme g est un morphisme d'algèbres, on a l'égalité : 

a a = (g{xi) - xi) ai ■ ■ ■ (g(x n ) - x n ) an , 

ce qui montre que g est complètement déterminé par 

%) = (5(^1) - xi,.. -,g(x n ) - x n ). 

Réciproquement, en vertu de la deuxième partie du théorème du symbole 
total 12. 4T2l si ai, . . . ,a n sont des éléments de l'idéal mA^, la série : 

e a = Y, « Q A£ 

est un opérateur différentiel qui est un morphisme d'algèbres, en vertu de 
la formule de Leibniz, et qui se réduit à l'identité modulo m. ■ 

Remarque 5.0.9. — On remarquera que les applications ôi sont des dé- 
rivations intérieures : 

^(5132) = <5i(ffi) + giSi(g 2 )- 

Le corollaire 15.0.81 produit localement beaucoup d'éléments du groupe 
G A t : 

COROLLAIRE 5.0.10. — Soient V un anneau de valuation discrète com- 
plet, A* une V -algèbre ]-adique lisse munie d'éléments X\, . . . ,x n tels que 
{dxi, . . . ,dx n } est une base du module des formes différentielles séparées 
^At /Vi e t & I e V-schéma ]-adique associé à l'algèbre A'. Alors, le groupe 
G A t, qui est aussi l'ensemble des sections globales du module de transfert 
Q X t->$rt en vertu de l'éq ui valen ce \2. 2751 est non trivial. 

Remarque 5.0.11. — A partir de là, le théorème du symbole total donne 
des conditions nécessaires et suffisantes de recollement pour qu'une famille 
d'éléments définissant des sections locales du faisceau définissent une 
sections globale, donnant ainsi un moyen éventuel de construire des élé- 
ments non triviaux du groupe G^t d'une algèbre f-adique lisse A^ globale. 
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6. La catégorie {^\\ /R ,Sp)-Mod des Modules à gauche 

spéciaux sur le site infinitésimal et la cohomologie de de 

Rham f-adique 

Soit X un i?i-schéma lisse. En vertu du paragraphe précédent, on a sur 
le site infinitésimal X^ n{ le faisceau , R des opérateurs différentiels, 

qui est un faisceau de O x i /^-algèbres. On dispose donc de la catégorie 
./r~^ 0( ^ ^ es x? /^-modules à gauche. 

Nous allons définir une sous-catégorie pleine fondamentale de la caté- 
gorie 3r x ^ ,^-Mod, à savoir la catégorie {@ x \ , JÎ ,Sp)-Mod des modules à 
gauche spéciaux ; c'est elle qui va nous permettre de définir la cohomologie 
de de Rham f-adique d'un schéma lisse sur R\ ainsi que les opérations co- 
homologiques pour cette cohomologie. Nous commençons par définir cette 
catégorie à l'aide des morphismes de transfert ce qui est essentiel pour 
les opérations cohomologiques et nous montrons que cette définition est 
équivalente à celle de l'introduction. 



6.1. Le module de transfert ^yyt-^t/R P our une immersion 

ouverte 

Soit : — > W un morphisme du site X^ nf . Pour tout s ^ 1 le 
morphisme donne naissance à un morphisme de schémas r s : W s — > 
U s sur R s . On peut considérer le faisceau des opérateurs différentiels R s - 
linéaires 

de r~ Ou a /R s dans 0\y s /R s < qui est par définition un faisceau d'anneaux 
filtré ([EGA IV 4 ], §16). 

DÉFINITION 6.1.1. — Soit rï : Wt -> W un morphisme du site X? nf . 
On définit le module de transfert : 

comme le sous-module de J^om^r^C^t/iî, Oyvt/fi 1 ) des morphismes de 
faisceaux de iî-modules qui se réduisent modulo I s à un opérateur diffé- 
rentiel de S> w i R dont le degré est localement borné par une fonction 
linéaire en s. 
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Le module de transfert ^yyt-^t/iî es ^ un ^wyw r 1 ^t/fl)"t ) i m odule 
de façon naturelle. 

Théorème 6.1.2. — Soit : W 1 ' — > IÛ un morphisme du site X^ { . 
Le module de transfert ^yyt ~^uî / R ne dépend pas du morphisme d'al- 
gèbres r* : r^ 1 O u y R — > O w y R choisi et est un r" 1 -module à droite 
localement libre engendré par le faisceau de transfert Gwî->uï ■ 

Démonstration. Soit P une section du module de transfert construit 
sur r* . En vertu du théorème 12.2.101 le morphisme r* est inversible : 
r *-i . wt i R ~ t~ x O u \ j R . En vertu du théorème 15.0.61 la réduction r*" 1 
est un opérateur différentiel d'ordre s — 1. Le morphisme Q := r*^ 1 o P 
est un morphisme de £ndn(Oi{ï\w/ R ) dont la réduction modulo I s est un 
opérateur différentiel composé de deux opérateurs différentiels et dont le 
degré est une fonction localement bornée par une fonction linéaire en s, 
somme de deux fonctions localement bornées par des fonctions linéaires en 
s. C'est donc par définition un opérateur différentiel Q de T(W, ^ui\w/R)' 
On a alors la factorisation : 

P = r* o Q. 

Si r'* est un autre relèvement de r, on a la factorisation r* = r'* o g, 
où g est une section globale du faisceau de groupes Gw\w e f es f donc un 
opérateur différentiel de ^unw/R' L'égalité : 

P = r* o Q = r'* o g o Q 

montre que si P est un opérateur de transfert construit sur r*, alors c'est 
aussi un opérateur de transfert construit sur r'* . Comme r* est inversible, 
cela montre la dernière assertion. D'où le théorème 16.1.21 ■ 

DÉFINITION 6.1.3. — Soient un Ri-schéma lisse X et W^U^ un couple 
d'objets du site infinitésimal avec r : W ^ U. Le module de transfert 
^îv>t->«t ir es * défini comme recollement des modules de transfert locaux 
induits par des morphismes de schémas f-adiques qui relèvent l'inclusion. 
En vertu du théorème précédent, le module de transfert est un sous- 
{jSlyj^ l R ,r~ Y 3>yy R )-bimodule bien défini de J^omn(r~ 1 O u y R ,O w y R ). 

Cette définition impose que X soit lisse pour garantir l'existence de 
relèvements locaux. 
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6.2. La catégorie des S> x ^ ^-modules à gauche spéciaux 

(^t nf/fl) Sp)-Mod 

Le module de transfert pour une immersion ouverte permet de définir la 
catégorie des *3>\tf ^-modules à gauche spéciaux. 

Définition 6.2.1. — Soit X un Ri-schéma lisse. Un @tt ,„-module 

A inf/ H 

à gauche spécial Ai\ n{ sur le site X^ ni est la donnée, pour tout ouvert Lfi 
du site Xj nf , d'un St^y R -module à gauche -M^t> e * ^ a donnée, pour tout 
couple (W\W) d'objets du site X± ' { , avec r : W U, d'un morphisme 
de ^l^y R -modules à gauche : 

(°) 1 @W^UyR ®r-^l /R T ~ lM W/R -» 1 M WVR ' 

En outre, ces données doivent satisfaire les conditions : 

1) pour un couple (W\W,U^), avec r : W ^4 U , on a My^ w = 

\ W et le morphisme (o) coïncide avec le morphisme canonique, 

2) pour un triplet (W' f ,W\U r ), avec r' : W ^ W et r : W ^ U , le 
diagramme suivant est commutatif : 



Munis des morphismes naturels, les ^-modules à gauche spéciaux 
forment une catégorie. 

Notation 6.2.2. — On note (@ x i , R , Sp)-Mod la catégorie des , R - 
modules à gauche spéciaux. 

Proposition 6.2.3. — Soit X un Ri-schéma lisse. Un â?tt , D -module 

- X -int/ H 

à gauche spécial M.\ n{ est un R x ï ^-module sur le site X? n{ et pour tout 
couple d'objets (W t ,W t ) avec r : W ^ U le morphisme 

(o) : ®l^uy R ®r-^l /R r ~ ±M w "> M wi 

prolonge le morphisme de restriction géométrique : 

(tt) : R[Qw^w] ®r-^R[ç w ] r~ l M ] w M ] wv 

En particulier, l'action du groupe Gw sur se & travers celle de 

■^W/R- 
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Démonstration. En vertu du théorëme l5.0.4l un module ^ t ^ fl -module à 
gauche est un R[Gw] -module à gauche. En vertu du théorème 15.0.61 toute 
section locale du module <5yyt_>^t es ^ un opérateur différentiel. 11 en résulte 
un morphisme canonique : 



qui induit un morphisme : 



Les conditions de la proposition 14 . 2 . f I sont satisfaites et un Sk., /J? -module 

inf / 

à gauche spécial est bien un R X J f -module sur le site X^ nf dont l'action du 
groupe Gw SIlr se fait à travers celle de / R - ■ 

Proposition 6.2.4. — Soit X un Ri-schêma lisse. La catégorie des 
modules à gauche spéciaux {@ x \ j R , Sp)-Mod est une sous-catégorie pleine 

de la catégorie @' x \ ^-Mod des 3 X \ ^-modules à gauche. 

Démonstration. Si M] nf est un 3r x \ y fl -module à gauche spécial et 
est un morphisme — >• W , alors on a un morphisme de restriction : 

T(U, M^) T(W, M f W{w ) T(W, ) , 

qui provient du morphisme (o) et qui commute par construction avec l'ac- 
tion des opérateurs différentiels. ■ 

Réciproquement, on a ce qui suit. 

Proposition 6.2.5. — Soit X un Ri-schéma lisse. Un 3$ x t ^-module 
à gauche est spécial si et seulement si l'action géométrique (jj) de Gx\ 
se fait à travers l'action de ^tt 

Démonstration. Par construction, l'action de Ç/v-t sur un S/L* 

inf inf'^ 

module à gauche spécial se fait à travers celle de 2> x \ Soit M inf un 



de Gx . f ( . se fait a t 
vers celle de 3# x t ^ R , et soit (VV^ ,W) un couple d'ouverts du site avec 



/jj _mo< iule à gauche dont l'action géométrique de Gx? , se fait à tra- 
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W C U, on a alors le morphisme canonique : 

t __v A/, 



i?[£ w t_>.wt] ®r-i_R[e M ,] r" 



et aussi un autre morphisme canonique : 

et il s'agit de voir que le morphisme (jj) se factorise à travers un morphisme 
de ^yty^-modules à gauche 

(°) : ^W^W/R ®r-^ w/R r ~^W "> Hf 

Si r* est une section locale de Gwi->uu e ^ e engendre ^yyt^nt/R co mm e 
r _1 i^ t y iî -module à droite, on fait alors correspondre : 

(^VPj ® m il/t ) 1 — ► r*(^P,;TO lW t), 

d'où une application bien définie qui est un morphisme de ^^y^^-modules 
à gauche. Cette application ne dépend pas du générateur r* parce que 
précisément l'action de Gw> se fait à travers celle de ^|yt/.R- L a famille 
t munie des morphismes (o) ainsi définis a toutes les propriétés de la 
définition d'un ^-module à gauche spécial. ■ 

Remarque 6.2.6. — La proposition précédente montre que la définition 
simple des modules spéciaux de l'introduction coïncide avec la définition à 
l'aide des modules de transfert. Mais c'est cette dernière qui est essentielle 
pour les opérations cohomologiques des chapitres qui suivent. 

THÉORÈME 6.2.7. — Soient X un Ri-schéma lisse et M' in{ un ^ t , R - 
module à gauche spécial. Alors, les morphismes de restriction 

(O) : ®l^W/R ®r-^l /R r ~ X ^ w 

sont des isomorphismes de Siï^y R -modules à gauche. 

Démonstration. La question est locale et puisque on est dans le cas lisse 
il existe toujours une section locale r* du faisceau Gw*->W 'T™ est inver- 
sible. Si myyt est une section locale du faisceau A^|A, t , elle provient de la 
section locale r* <8> r*~ 1 m w t du faisceau ^yt_^t /r ® r -i^t r — 1 A / t^ v+ - 
Le morphisme (o) du théorème est surjectif. Le faisceau ^yyt-^t/i?, est un 
r _1 ^ t -module à droite engendré localement par r*. Toute section locale 
du produit tensoriel est de la forme r* ® m^t dont l'image est nulle si et 
seulement si m^t est nulle. Le morphisme (o) du théorème est injectif. ■ 
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Remarque 6.2.8. — Dans le cas lisse, si M\ ni est un y fl -module 
spécial de valeur M- u ^ sur un ouvert W , alors sa valeur est canoniquement : 

sur tout ouvert qui relève U , et c'est en cela qu'il est spécial. Autrement 
dit. un module spécial est canoniquement déterminé par sa restriction à un 
relèvement particulier. 

Définition 6.2.9. — Soit un relèvement plat sur R d'un schéma 
X lisse sur R\ et soit A4^- t un ^^- t , R -module à gauche. On définit le 
prolongement Pg-f (-M jg. t ) ^ e -^«'t comme ^ e ^-.t ^-module à gauche 
spécial dont la valeur sur un ouvert , r : U ^ X, est le j R -module à 
gauche : 

Par construction, le prolongement P^t (-M^-t ) d'un S^ ;t ^-modules à 
gauche est un £^.t -module spécial, les conditions de transitivité 

étant automatiques. On obtient ainsi un foncteur 

Prt : ^ t/H -Mod -> (@\clj R , Sp)-Mod. 

Lemme 6.2.10. — Le foncteur prolongement est exact. 

Démonstration. En effet, ^t-^t/fl es ^ un r^ 1 &l^y R -modu[e à droite 
localement libre de rang 1. 

Théorème 6.2.11. — Soit Sfr^ un relèvement plat sur R d'un schéma 
X lisse sur R\. Le foncteur prolongement P%\ est une équivalence de ca- 
tégories, qui est un inverse canonique du foncteur de restriction R%\ . 

Démonstration. 11 est évident que le composé i?g t °-Pgrt est canoniquement 
isomorphe au foncteur identique de la catégorie S>^, ^ R -Mod. Soit un 

X? Yfl" mc, dule à gauche spécial et soit W un ouvert du site. Par définition 
de module spécial on a un isomorphisme canonique : 

(o) : s W^xvr ®r-^t VR r-'M^ ~ Ml,, 

de ^ly^-modules à gauche. Si W\lÂ^ sont deux ouverts avec W C U, on 
a le diagramme : 
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(g) r- l M\ n ~ ®L t . w/p <g> r- l M) 



UT /H a-t/B Ut/B 



■^vvt^.ft/iî ® r 1 ^,rt ^ -^vvt' 

■"srt i b 

qui est commutatif en vertu de la condition de transitivité des mor- 
phismes (o) pour un module spécial. Cela exprime que le composé P^rt o 
est canoniquement isomorphe au foncteur identique de la catégorie 
(^ f/fl ,Sp)-Mod. ■ 

Exemple 6.2.12. — Si est un ouvert, la valeur du prolongement 
P^{O x y R ) en 10 est le faisceau O w/R et donc P^f(O x/R ) ~ O x t^ /R , 
alors que la valeur du prolongement P%rî(@%-/ R ) en W est le faisceau 
^lff^f;i/ R et donc Pj-t {^ X / R ) n'est pas isomorphe à 3> x \ 



Corollaire 6.2.13. — Soit un Ri-schéma lisse X. Alors, la catégorie 
Sï^-y^-Mod des ^-y^modules à gauche ne dépend pas à équivalence 
canonique près du relèvement t-adique plat de X s'il existe. 

En fait, si ^ et ^ sont deux relèvements plats de X, on a un dia- 
gramme commutatif d'équivalences de catégories : 

®h/n M0d > ®h/n M ° d 

\ / 
(^ f/iî ,Sp)-Mod 

où les foncteurs obliques sont les prolongements canoniques et le foncteur 
horizontal est le foncteur image inverse ou directe : 

où le module de transfert S>\ „ t t est défini par le théorème 16.1.21 

X 1 -+X 2 /R 

Proposition 6.2.14. — Soit X un Ri-schéma lisse. La catégorie des 
modules à gauche spéciaux (@ x t / R , Sp)-Mod est une sous-catégorie abé- 

lienne de la catégorie $r x \ ^-Mod. 

Démonstration. En effet, si u : M.\ nî — > A^^ f est un morphisme de la ca- 
tégorie des modules à gauche spéciaux {@ x \ j R , Sp)-Mod son noyau Ker(u) 
et son conoyau Coker(u) sont des R x i -modules sur le site. Si W' , W est un 



TOPOS INFINITÉSIMAL p-ADIQUE 



57 



couple d'objets du site avec r : W f7, la suite exacte de 3>^ ^-modules 
à gauche 

Ker(u) wt -> A^^ t 7V^ t -)• Coker(u) wt 

donne naissance par platitude (le r _1 i^ t , fl -module à droite @yyî-ïuî IR 
étant localement libre de rang 1) à la suite exacte de ®Jy t ^-modules à 
gauche : 



-+W /R ® r 1 Ker(u) ut -»• & W ^W/R ® r 

-> @W^W /R ® r_lA/ wt -» 1 ®wt^ut /fl ® r" 1 Cokcr(u) M t , 

r — lai r -i®t 

tO / R J 'W/R 

qui montre que le noyau et le conoyau du morphisme u sont des 3> x f , R - 
modules à gauche spéciaux. ■ 

Remarque 6.2.15. — Le théorème 16.2.111 et son corollaire précédent 
constituent le succès le plus remarquable du point de vue du site infini- 
tésimal XÏ { . De plus, les isomorphismes de restriction (o) des modules 
spéciaux du théorème 16.2 . 71 correspondent à la rigidité des cristaux de Gro- 
thendieck [G3], et la propagation des modules spéciaux du théorème l6.2.11l 
correspond à la croissance des cristaux dans un voisinage approprié. Mais 
alors que la catégorie des cristaux ne semble fournir une bonne théorie que 
pour les variétés algébriques propres et lisses sur k, la catégorie des modules 
spéciaux semble fournir une bonne théorie cohomologique pour les variétés 
éventuellement ouvertes, comme l'illustre la première démonstration du 
théorème 1 1 3 . 4 . 71 de l'expression cohomologique p-adique de la fonction Zêta 
d'une variété algébrique lisse sur un corps fini. 

6.2.1. Soit un relèvement plat de X. on a alors deux foncteurs 
-FLt art e ^ -FVt et nous allons étudier leur rapport. On a deux mor- 
phismes canoniques de faisceaux d'anneaux : l'injection canonique, et la 
surjection canonique qui à un élément de l'algèbre du groupe ^2 a P a -9a 
associe l'opérateur différentiel Pa9a ■ 

!5L a»t rrî_..l^ldat 



Le morphisme composé surj o inj est l'application identique, alors que 
inj o surj n'est pas l'application identique. Si bien qu'on a deux foncteurs 
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canoniques de restrictions des scalaires : 

^ t/fl -Mod ^ # rt/JÎ [e, rt ]-Mod % # rt/iî -Mod. 

Le foncteur composé inj* o surj* est le foncteur identique, mais le foncteur 
surj* o inj* n'est pas le foncteur identique. 

PROPOSITION 6.2.16. — Soient un Ri-schéma lisse X et StÇ^ et un relè- 
vement plat. On a un isomorphisme canonique de foncteurs de la catégorie 
f^-j^-Mod vers la catégorie $r x \ y^-Mod : 

P 3>^ .rt osur f - p .rt- 

X'../R' 

Démonstration. Soient un £^- t ^-module à gauche et W un ouvert 

du site -XjLf. On a alors un morphisme canonique : 

^t/i î [^t^^t]® r - 1 ^t. i/R[ej ., ] r- 1 X t rt -> ^t-^t/a®,--^/"^^ , 

qui commute aux restrictions, et il s'agit de voir que c'est un isomorphisme 
de ^^y^j-modules à gauche. Le problème est de nature locale. Soit un 
relèvement local de l'inclusion U — > X. Alors, ^ R [Gw>^.9,">] est engendré 
par r* comme r _1 i^^- t ^[Ç7jrt]-module à droite et ^^t_).j>rt/_R es ^ engendré 
par r* comme r _1 ^. t ^-module à droite en vertu du théorème 16.1.21 ce 
qui montre que le morphisme est à la fois surjectif et injectif. ■ 

Remarque 6.2.17. — Le foncteur o inj* n'est pas isomorphe au 
foncteur P m \ »- t . 

Remarque 6.2.18. — Remarquons aussi que le faisceau structural du site 
infinitésimal f-adique O x i { /r est, par construction, un y^-module à 
gauche spécial et est le prolongement du faisceau structural Q <% t d'un 
relèvement. Mais le faisceau <2r x t ^ R n'est pas spécial, parce que l'action de 
Q x i par automorphismes intérieurs est distincte de l'action différentielle 
à gauche. Autrement dit, il n'existe pas de morphisme canonique 

en général. 

Remarque 6.2.19. — Bien que la catégorie *3 X \ y^-Mod ait bien un sens 
dans le cas singulier, elle ne semble pas avoir des propriétés intéressantes. 
Dans le cas singulier la théorie en caractéristique nulle nous enseigne de 
procéder autrement et à notre avis cela ne posera pas de difficulté une fois 



TOPOS INFINITÉSIMAL p-ADIQUE 



• r )9 



surmonté tous les problèmes que posent le cas d'un morphisme, sans hy- 
pothèse restrictive, de schémas lisses. Aussi, dans tout cet article le lecteur 
ne perdra rien d'intéressant en supposant que le schéma X est lisse sur Ri. 

Si X est lisse sur R\ la catégorie de modules spéciaux est un champ : 

Théorème 6.2.20. — Soit X un Ri-schéma lisse alors la catégorie 
(2$ x t i R , Sp)-modules à gauche spéciaux est un champ sur X, c'est-à-dire 
ses objets et ses morphismes sont de nature locale sur X. 

Démonstration. C'est une conséquence directe de l'équivalence fonda- 
mentale Emu ■ 



6.3. La catégorie des modules spéciaux a suffisamment d'objets 

injectifs 

Nous allons montrer que la catégorie des modules spéciaux a suffisam- 
ment d'injectifs, bien que ce ne soit pas une catégorie de modules, ce qui 
nous permettra de dériver les foncteurs exacts à gauche et, en particulier, 
de définir la cohomologie de de Rham f-adique en toute généralité. 

Théorème 6.3.1. — Soit un Ri-schéma lisse X. 
La catégorie (3> x \ Sp)-Mod a suffisamment d'objets injectifs. 

Démonstration. C'est une conséquence directe du théorème 16.2.111 Soit 
Li^ un ouvert et un f^^^-module à gauche, on définit le foncteur 

prolongement P u \ par : 

où est un objet du site XL f et r : W D U » W l'inclusion canonique. 
On obtient un adjoint à droite du foncteur restriction R u ^ (exact à gauche) 
et donc transforme injectif en injectif. 

Si maintenant M- m{ est un ^-module à gauche spécial, un ouvert 

et Rut(Ml n{ ) "—t un plongement dans un £^ t ^-module à gauche 
injectif alors 

P w oR w {M\ ni )^P w {^) 
est un plongement dans un ^-module à gauche spécial et injectif. Si 
{U},i G 1} est une famille d'ouverts du site tels que {Ui,i G 7} est un 
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recouvrement de X, le morphisme produit 

est un plongement dans un !3 X \ ^-module à gauche spécial et injectif 
comme objet de la catégorie {@ x \ /w Sp)-Mod. ■ 

Remarque 6.3.2. — Attention : Un Ç$ x \ ^-module à gauche spécial 

qui est injectif comme objet de la catégorie (J2> x \ j R , Sp)-Mod n'est pas 

en général injectif comme objet de la catégorie ^ x \ ^-Mod. C'est là une 
différence essentielle, voir 18.4.91 C'est un autre point important dans cette 
théorie. 



6.4. La cohomologie de de Rham t-adique 

Si X est un schéma lisse sur R±, on note (& x t ^ R , Sp)-Mod la catégorie 
des ^ x \ ^-modules à gauche spéciaux sur le site infinitésimal Xj ni de X . 

La catégorie (@> x \ j R , Sp)-Mod est abélienne et admet suffisamment de 
!3 X \ ^-modules spéciaux injectifs. en vertu du théorème précédent. On 
note D*((^-t f/fi ,Sp)-Mod) sa caté gorie dérivée. On peut donc dériver 
tout foncteur covariant exact à gauche de la catégorie {^ x \ , R , Sp)-Mod, 
et en particulier le foncteur : 

ML ^Hom^t s (O x f /R , Mlf) = Bornât (O x f /R ,Mt n{ ), 
dont on notera Ext^ t (Pxï f /K> -^Lf) ^ es foncteurs dérivés. 

DÉFINITION 6.4.1. — Soient X un schéma lisse sur Ri et M.\ n{ un com- 
plexe de la catégorie D + ((f3 x \ ^ R , Sp)-Mod). On définit la cohomologie de 

de Rham t-adique de X à coefficients dans M.\ n{ comme les R-modules 
H' DR (X/R, Mlj := Ext^ t ^ iSp (O x ^ /R , V< f ) . 

X int /R 

En particulier, on définit la cohomologie de de Rham f-adique de X comme : 
H' DR (X/R) := H' DR (X/R, O xL/R ) := Ext* t ( , Sp (O xL/R , O xL/R ). 
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Les modules de cohomologie H^ R (X / R 7 A4 in{ ) sont donc les modules de 
cohomologie du complexe : 

DR(X/R,MU := HHom^ /R>Sp (Oxl {/R ,Ml { ), 

vu comme foncteur dérivé à droite du foncteur : 

A4 f H+Honw {O xlt/R ,M\j 

inf ' 

de la catégorie des modules spéciaux qui a suffisamment d'injectifs dans 
la catégorie des iî-modules. De plus, l'action de R sur ces modules se fait 
à travers le morphisme canonique R — > R de R dans son complété séparé 
pour la topologie i-adique. 

Théorème 6.4.2. — Soient SC^ un relèvement plat d'un Ri-schéma 
lisse X et un complexe de D + {S>\ r y R ). Il existe des isomorphismes 

canoniques de R-modules : 

Ext; t (O-rt/^À^J-Exfc- s (O x i /R ,P :r ,(M\ rt )). 

w x , /R i -^x! nf /H' P ,nf/ * 

En particulier, il existe des isomorphismes canoniques : 

E <uJ°^/ R > °*v«) - Ext ^ t /R ^(o xL/R , o xL/R ) . 

, Â ' j ri inf ' 

Démonstration. Soit A^^ t un complexe de D + (j$^ , R ) et I^ ;t une réso- 
lution 3> , fl -injective de A^t^- t alors, en vertu du théorême l6.2.11l son pro- 
longement canonique Pgc\ (l\ - t ) est une résolution injective de P^-t (A / (^ t ) 
dans la catégorie (i^jç-t Sp)-Mod. D'autre part, le morphisme de com- 
plexes de iî-modules : 

Hoi ¥, /a (°-^/fi'4t) - Hom ^, {/R ^ xtjR,P.^{^ x ,)), 

qui est un isomorphisme, induit en particulier un isomorphisme de leurs 
cohomologies, réalisant ainsi les isomorphismes du théorème. ■ 

En particulier, la cohomologie de de Rham f-adique d'un schéma lisse 
coïncide avec la cohomologie de de Rham d'un relèvement quand il existe, 
et la cohomologie de de Rham f-adique d'un relèvement lisse ne dépend 
pas à isomorphisme canonique près du relèvement et coïncide donc avec la 
définition de l'article de recherche [M-Ni]. On a alors résolu notre problème. 
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Un peu plus généralement, si R — > S est un morphisme d'anneaux, on 
note 

Oxtjs ■■= O xL/R ® R S, & xL/s := & xU/R ® R S 
les faisceaux obtenus par changement de base. Le faisceau de groupes Qx) 
opère à gauche sur les faisceaux O x ) j Sl <3 X \ ^ et l'on dispose de la caté- 
gorie (@ x t j s , Sp)-Mod des S> x ^ ^-modules à gauche spéciaux sur le site 

infinitésimal X; nf de X qui est abélienne et qui a suffisamment d'injectifs. 
On peut donc considérer la théorie précédente sur S. 

DÉFINITION 6.4.3. — Soient X un schéma lisse sur Ri et M\ ni un com- 
plexe de D + ((@ x -t ^ s ,Sp)-Mod). On définit la cohomologie de de Rham 

\-adique de X à coefficients M\ { relativement à S comme les S-modules 
H' DR (X/S, M]*) := ExO Sp (OxUs, M^). 

X inf/S' 

En particulier, on définit la cohomologie de de Rham ]-adique de X comme 
H' DR (X/S) := H' DR (X/S, Oxtjs) ■= E*t£ t Sp (O x f nf/S , O xL/s ). 

Le cas le plus important pour l'instant est l'extension V — > K, mais les 
extensions V —ï V s , s ^ 1 sont aussi intéressantes et semblent donner lieu 
à des questions non sans intérêt. 



6.5. Le foncteur de de Rham t-adique local 

Soit X un iîi-schéma lisse et soit Mod(iîx) la catégorie des faisceaux 
de iî-modulc sur X muni de la topologie de Zariski. Nous allons définir un 
foncteur prolongement des faisceaux de iî-modules : 

P x : Moà{R x ) Mod(i?xtJ. 

Si Tx un faisceau de iî-modules sur X, on lui associe le faisceau 7- x ï 
dont la valeur sur un ouvert W du site X? { est le faisceau Tjj et dont la 
valeur sur un morphisme du site — > W est le morphisme de restriction 
Fu\W-> ?w 

Théorème 6.5.1. — Le foncteur Px est une équivalence de catégories 
de la catégorie Mod(Rx) dans la sous-catégorie des R x ? f -modules sur le 
site infinitésimal X? n{ sur lesquels l'action du faisceau de groupes Q x \ est 
triviale. 
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Démonstration. Un R x î f -module sur le site dont l'action de Gxï f es t 
triviale est un R x i -module J^nf tel que pour tout ouvert l'action du 
faisceau Q u \ sur le iî-module Tu\ est triviale. Soit un couple d'ouverts 
(ZY T ,W') avec r : W c U et W affine. Il existe alors un isomorphisme 
canonique de iî-modules : 

r~ Tw — -^Wt- 

En effet, en vertu du critère d'affinité t-adique 12.2. Il l'ouvert Vft\W est af- 
fine et, en vertu du théorème des relèvements 12.3.21 l'inclusion r : W C U 
admet des relèvements . Il existe des morphismes de restriction (jj) r t ■ 
r~ l J-u\ ~ J-yvt. Si r\,r\ sont deux relèvements, les restrictions (jj) r t, (tt) r t 
diffèrent par une restriction (fl) ff , où g est une section de Ç?yyt qui opère 
trivialement par hypothèse. Deux relèvements induisent la même restric- 
tion. Pour tout couple d'ouverts U\W^ avec r : W C U on obtient un 
morphisme canonique r~ J~ul ~ * -^Wt, qui est défini localement et qui est 
un isomorphisme. A un tel R x t ( -module J-j n f et à un ouvert affine U on 
associe le iî[/-module défini par 

Tu := lim T u x, 

où la limite est prise pour tous les ouverts W du site qui relèvent U . On 
obtient ainsi un faisceau de Zariski défini localement qui définit un inverse 
au foncteur P x ■ ■ 

Remarque 6.5.2. — En fait, le théorème précédent vaut pour les caté- 
gories des ensembles. 

Corollaire 6.5.3. — Si A/^ f et M\ n{ sont deux /R -modules à 
gauche spéciaux, l'action du faisceau de groupes Gx f f sur ^ e faisceau : 

^° m ®l /R ,Sp(M t nf,^L)=^^t ) jmLMw) 

inf ' inf ' 

est triviale, qui est alors un faisceau de Zariski de R x -modules sur X. 

Démonstration. En effet, par construction un élément du groupe g agit 
par définition 14.3.11 par ip t— > g<pg , mais comme g et g -1 sont des opé- 
rateurs différentiels, en vertu du théorème 15.0.41 et que ip est 3$ x ï , r - 
linéaire, cette action est triviale et on applique le théorème précédent. ■ 
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COROLLAIRE 6.5.4. — Soit J\f^ nf un complexe appartenant à la catégorie 
D ~((@x? ./H' S P)- Mod )- Le fondeur 

est un fondeur exact de catégories triangulées de D + ((3>j c 'f /#> Sp)-Mod) 
vers D + (R X ). 

Démonstration. En effet, le complexe RJ^om^ q (AÇL f , MÎ* ) se 
représente par le complexe : 

où ZL f est une résolution injective de M\ { dans la catégorie des modules 
spéciaux, qui est un complexe pour la topologie de Zariski de X en vertu 
du corollaire précédent. ■ 

Proposition 6.5.5. — Soient A/? f et M\ ni deux ^ t , R -modules à 
gauche spéciaux. Il existe alors un isomorphisme canonique 

Hon V, / * P (AfL>Ml i )*r(X,jeom a * /rt>Sp (M? n{ ,Mtt))- 

inf inf 

Démonstration. Comme : 

inf' inf' 

un élément tp de Hom^t s (A/^ f , M.\ ni ) est la donnée pour tout ouvert 

X inf I R ' 

£^ d'un morphisme ^ t y fl -linéaire ip u t : A/^ t — > tel que pour tout 

morphisme : -4 on ait l'égalité : 

^VVt = (tt)rt O <^Wt|W ° (tOrt 1 - 

En particulier, pour tout ouvert W , le morphisme définit une section de 
T([/,JfWw Sp (Af^,Ml t ))=T(U,Jfom^ i (A/^ , A< nf )). 

Vf'/IÏ "^inf ' ^ 

En prenant un recouvrement de X par des ouverts affines, on trouve que 
(j> définit des sections locales qui se recollent, donc une section globale du 
faisceau J4?om m i q (A/^L , A4Î f ). Réciproquement, une section globale 

de ce dernier faisceau détermine un morphisme Af^ nf — > 7W| nf . ■ 



Remarque 6.5.6. — Dans le cas des modules spéciaux, c'est là un point 
tout à fait remarquable qui est à la base du succès des modules spéciaux 
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contrairement à la situation générale 14.3.11 une section globale du faisceau 
de Zariski : 

inf' inf' 

est un morphisme global : AT- L — ï JVv- 

Corollaire 6.5.7. — -En particulier, pour des complexes spéciaux Af^ nf 
et .M]^, Ja cohomologie du complexe i?Hom^t t spCMnf'-^inf) n ' es * ; 

^inf / ^ ' 

rien d'autre que l'hypercohomologie au-dessus de X du complexe de Za- 
riski : 

inf' 

exactement comme dans la théorie usuelle. 

Cela permet de construire une fort utile suite spectrale du passage du 
local au global. Notons ExP ^ Sp('Mnf > ^inf) ^ e préfaisceau sur X, qui 
à un ouvert U associe l'hypercohomologie de degré i au-dessus de U du 
complexe de Zariski précédent. 

Théorème 6.5.8. — Soit B un recouvrement ouvert de X, alors il existe 
une suite spectrale dont le terme Mi est donné par la cohomologie de 
Cech du préfaisceau précédent H^{B, £xP^ ( sp(-^4nf ' -^inf)) e ^ dont le 
terme lE^ est le R-module bigraduê associé à une Rîtration convenable du 
R-module gradué Ext*}? (A/£f , M\j. 

Démonstration. En effet, si l'on prend une résolution 2jL de M\ { par des 
modules spéciaux injectifs. le complexe ifom'f „ (Af^ f ,£Lt) est un 

complexe de faisceaux flasques, puisque la propriété d'être flasque est locale 
sur X. La suite spectrale du théorème est la suite spectrale du complexe 
double de Cech C'(B, tfom' , (j\£ f ,l/ nf )). ■ 

PROPOSITION 6.5.9. — Soient X\ U X 2 un recouvrement ouvert de X, 
Ai\ ni un complexe spécial borné à gauche et A/"^ un complexe spécial borné 
à droite. Il existe alors un triangle distingué de Mayer-Vietoris 

RRom(AT^,Ml f ) -> HHom (Afl inf , M\ inf ) © R Hom (A£f inf , M \ inf ) 

®t. /H ,Sp » f t ,Sp # t ,Sp 



-)-JÎHom(^ 2inf ,A^Î 



2infJ — > 



r t ,s P 
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où X12 := Xi fl I2 et M\ inf ,M 2in{ ,M\ 2inf désignent les restrictions de 
Ml f àX 1 ,X 2 et X 1 DX 2 . 

Démonstration. En effet, si 2jL est une résolution injective de M\ n i par 

des modules spéciaux, le complexe de Zariski Jfora't q (■Mnf'-^inf) 

X\ { /r> p 

est à termes flasques et donne donc naissance au triangle distingué de 
Mayer-Vietoris. ■ 

Définition 6.5.10. — Soit M.\ ai un complexe spécial, on définit son 
complexe de de Rham local t-adique : 

dR(Ml ni ) := RJfom s t t spC^/fl, M\ nî ). 
On obtient ainsi un fondeur covariant exact de catégories triangulées 
dR(X/R, -) : D + {{S!xi /R , Sp)-Mod) -> D+(R X ) . 

En particulier, si Z C I est un fermé, le complexe de cohomologie lo- 
cale RTz(dR(Àdl { )) est un complexe de Zariski parfaitement défini dont 
l'hypercohomologie RTz(X, dR(A4- { )) fournit la cohomologie de de Rham 
t-adique à support dans Z, donnant lieu aux triangles de cohomologie locale 
usuels. 

PROPOSITION 6.5.11. — Soit un relèvement plat de X, et soient 
Afg-i un complexe de D~ (f^,- t / H ) et A4^- t un complexe de D + (S)l f -y R ). 
Alors, il existe un isomorphisme canonique de la catégorie D(Rx) '■ 

RJfom^ {^,MU)~RJfom^ SD (P*-t (JS/t t ), Pjrt (MU)). 

Démonstration. En effet, pour deux ^-modules à gauche on dispose 
d'un isomorphisme canonique 

JTom^t (.A/IL , Mt t ) s *m^t (Pjrt (A^. t ), P r t (A^fL)), 
qui se dérive naturellement. ■ 



Remarque 6.5.12. — Si R — > S est un morphisme d'anneaux, on peut 
msidérer le faisceau d'anneaux sur le si 

théorie précédente a lieu sur ce faisceau. 



considérer le faisceau d'anneaux sur le site @ * , ■= @ * . ®r S, et la 

"^inf / ^inf ' ^ 



6.6. Le théorème de finitude des nombres de Betti p-adiques 
d'une variété algébrique lisse 

Jusqu'à présent, nous avons construit la théorie sur un anneau noethérien 
R muni de la topologie définie par un idéal /, ce qui a un grand intérêt, mais 
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les nombres de Betti p-adiques d'une variété algébrique sont des dimensions 
d'espaces vectoriels sur le corps K des fractions d'un anneau de valuation 
discrète complet V d'inégales caractéristiques. Aussi, il nous faut considérer 
les faisceaux d'anneaux : 

K x i f c O x i {/K := O x ij v ® v K C @ X ^ /K ■= @xl t /v ®v K , 

sur le site X^ n{ infinitésimal pour la topologie m-adique de V. Le faisceau de 
groupes Gxf a gît sur tous ces faisceaux. On peut alors considérer la catégo- 
rie Mod(-Kjft f ) de faisceaux d'espaces vectoriels sur le site infinitésimal, la 
catégorie @ x f ^ A ,-Mod des @ x \ ^-modules à gauche et sa sous-catégorie 

pleine ($> x \ , K , Sp)-Mod des Sr x \ ^-modules à gauche spéciaux qui est 
une catégorie abélienne admettant suffisamment d'objets injectifs. 

Définition 6.6.1. — Si X est un schéma lisse sur k, on définit ses 
nombres de Betti p-adiques comme les dimensions B v .i (X) de ses K -espaces 
de cohomologie de de Rham p-adique : 

H l DR {X/K) := W DR (X/K,O xL/K ) := Ext^ /k Sp (O xL/k ,O xL/k ). 

Nous rappelons qu'une variété algébrique sur un corps est un schéma 
séparé et de type fini sur ce corps [EGA I). 

Théorème 6.6.2. — Si X est une variété algébrique lisse sur k, ses 
nombres de Betti p-adiques B p ^(X) sont finis pour tout i ^ 0. 

Démonstration. Considérons un recouvrement fini B de X par des ouverts 
affines. La filtration de la suite spectrale local-global 16.5.81 sur le groupe 
gradué H^ R {X/K) est finie. Les termes E 2 sont des produits finis de co- 
homologie de de Rham p-adiques de variétés affines lisses qui, en vertu du 
théorème de finitude [Me2], sont de dimension finie sur K. Cela entraîne 
que les nombres B p ^(X) sont finis. ■ 

6.7. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adiques 
pour les schémas affines 

Si X est un schéma lisse sur k et admet un relèvement plat sur 
V, la catégorie des ^^- t ^-modules à gauche est canoniquement équiva- 
lente à la catégorie des modules spéciaux (& x t i K , Sp)-Mod en vertu du 
théorème fondamental 16.2.111 En particulier, les espaces de cohomologie 
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ExtLt (Oft/x,jMt t ) sont canoniquement isomorphes aux espaces de 
cohomologie de de Rham du site infinitésimal : 

Ex % /k ^°xL/k, iVt (M\ zf )) 

pour tout complexe M^'f ^ e -D + (^5Kt/K~^ 0< ^)' 

Si X est affine et lisse et si SE^ est un relèvement plat d'algèbre A*, 
il est montré ([M-Ni], [M-N 2 ]) que les espaces Ext* t {0%\ /K , O a: \ /K ) 

l K 

coïncident canoniquement avec la cohomologie du complexe de de Rham 
^Ât/if des f° rmes différentielles séparées de l'algèbre ([M-W]). Nous 
allons reprendre le principe de la démonstration de ce résultat pour faire 
le lien avec le foncteur construit dans [M-W], entre la catégorie des varié- 
tés algébriques affines lisses sur k et la catégorie homotopique K b (K) des 
complexes d'espaces vectoriels sur K. 

Supposons plus généralement que SE' est un relèvement plat d'un k- 
schéma lisse X et considérons le complexe de Spencer : 

Sp'(OsVk) ■■= -> & X yK ®o, 1VK A"» h -»•••• 

>@lryK^ O ut/K^0 

où /V 2ï%;\ i K est l'algèbre extérieure du fibré tangent et la différentielle est 
définie par : 

ô(P <g> vi A • • • A Vi) := (—l) i ~ 1 Pvj <8> (vi A ■ ■ • A i)j A ■ ■ • A Vi) — 

j=l,...,t 

(-iy+ l P ® ([Vj,Vi] A vi A ■ ■ ■ A v 3 A • • • A vi A ■ ■ ■ A Vi) , 

où P est un opérateur différentiel et les Vj sont des vecteurs tangents. 

On rappelle le résultat suivant ([Mes], 7.2.5), qui ne se démontre pas 
uniquement à partir du complexe de Koszul vu que les ordres des opérateurs 
différentiels sont infinis. 

Lemme 6.7.1. — Le complexe de Spencer Sp*(0^-t /k) es t une résolu- 
tion du faisceau structural Q%\ /k P ar des , K -modules à gauche loca- 
lement libres de type fini. En particulier, 0%\ / K est un , K -module à 
gauche parfait. 
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Le complexe de de Rham f2^- t , K est canoniquement isomorphe au com- 
plexe : 

Jfom^ {Sp'(O x y K ),0^y K ) . 

3TT/K 

Soit 0$r\/K ~~ ^ ^* 't une résolution injective de O^-i/k P ar des ^\g-^i K - 
modules à gauche. Alors, les morphismes canoniques de complexes : 

' art /k 

-tJffom'i (Sp*(0. 9 ;i /K ),Z* r t /K ) <- Jf?om & i (0, r t /K ,X*-t /K ) 

induisent des isomorphismes en cohomologie. Ce sont donc des isomor- 
phismes canoniques de D b (Kx)- Cela entraîne que les hypercohomologies 

des complexes HV-t/jf e ^ J^om^-t (®g£\ /Ki-^%rf ik) sont canoniquement 

' art /k ' 

isomorphes. Mais si X est affine, l'hypercohomologie du complexe f^t/jf 
se réduit à la cohomologie du complexe des sections globales, en vertu du 
théorème d'acyclicité de Meredith 12.2.41 

Théorème 6.7.2. — Soient X un schéma lisse sur k et 3£ x , deux 
relèvements plats de X et f\, f\ des relèvements de l'identité. Alors, les 
morphismes de complexes : 

définissent le même élément du groupe Hom D b, K Mod) (^Vt ^ Vt iw)- 

Démonstration. Rappelons, en vertu de la prop. l4"lTT1 que si A4\ nf et A/^ f 
sont deux / ^-modules à gauche, le faisceau J^om^i (ÀU n f,A4l r , f ) 

est un faisceau infinitésimal de if -espaces vectoriels. Si est un morphisme 
du site —> 3£ 2 , le morphisme de restriction 

(tt) /t : *m f t (Afl- 2 ,M^ 2 )^JPom^ (A/^A^-) 

est donné par la définition 14.3.11 par ip t— > (tt)yt o o (((t)/t) _1 - Mais si 
que et A/^j sont deux ^ t ^-modules à gauche spé- 

ciaux, alors <p et les restrictions (jj)^t sur ces modules commutent, et les 
restrictions (jj)^t sur le faisceau J4?om@\ '-^V ) son t triviales. 

Soit Ox"} s /k ~ * ^c.t lme résolution injective de Ox! ( /k P ar des 
^x. t /^-- m °dules à gauche spéciaux, par exemple P^ÇL^). Alors, pour 
chaque relèvement /■ on a un diagramme commutatif de morphismes de 
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complexes qui sont des isomorphismes dans la catégorie dérivée : 

-* (tl),t ®t 



^ m-(Sp-(O,,; 2 t /K ),iî, r2 t(Xlt f/i ,)) — -> M>om\$v-{0^ /K ),R^{1- X , /K )) 

asJ/Jt 



^om (O^t/jc , />',:;(/•• ./*)) ► ^ om (°xf/K> R xÂ X x? jk)) 

Mais en vertu du théorème 12.2.101 les morphismes f\ et f\ sont inversibles 
e t /a — 5 /i; °ù .9 es t un automorphisme d'algèbre de O 9 -\ j V qui se 
réduit à l'identité modulo m, c'est donc un opérateur différentiel en vertu 
du théorème I5.0.4| et cela montre y 2 et j\ induisent le même morphisme 
sur la dernière ligne du diagramme précédent, soit : 
(tO/t = (H) fl ° (tO/t = (tt) /2 t : 

puisque la restriction sur Jfom^t [O ^ , K ,R^-\{I^\ , K )) est tri- 

viale. Les morphismes /-j* et /| définissent donc le même élément du 
groupe îîom Db{Kx _ Mod) (iï'^ /K , ^' r t /K )- ■ 

Corollaire 6.7.3. — Si A\ et A\ sont deux relèvements plats d'une 
algèbre A affine lisse sur k, alors tous les morphismes entre les complexes 
^*it iv e ^ ^*,t iv induits par des relèvements A\ — > A\ de l'identité sont 

A 1 /K A. 2 /K 

homotopes. 

Démonstration. En effet, en vertu du théorème précédent tous les relève- 
ments induisent le même morphisme de Hom D b( K }(Q^ ^ K ,Q,° A ^ K ), mais : 

Rom Kb(K) (fl' AijK , îî^t/tf) = Rom D»(K)(n' A i /K , n ' A l/ K )> 

où K b (K) désigne comme d'habitude la catégorie des complexes bornés de 
JT-espaces vectoriels à homotopie près. ■ 

Remarque 6.7.4. — La méthode de Monsky-Washnitzer ([M-W], remark 
p. 203) en construisant une homotopie explicite, montre en fait pour X 
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affine et lisse sur k, que tous les morphismes induits par des relèvements 
définissent le même élément dans le groupe : 

H° m K b (K x -Mod)fà'%-i i K i Œ^-t / K )- 

La méthode précédente montre seulement que c'est le même élément dans 
le groupe : 

Hom £) i,( Jfx . Mod )(0^ rt ^ K ,Cl'^ j K ). 

Cette subtilité disparaît au niveau des complexes globaux puisque la catégo- 
rie homotopique de la catégorie des espaces vectoriels sur un corps coïncide 
avec sa catégorie dérivée. Le passage de la catégorie homotopique à la ca- 
tégorie dérivée au niveau des complexes de faisceaux est le prix à payer 
pour passer des variétés affines aux variétés non affines, et surtout pour 
passer du cas du fibré trivial au cas d'un module spécial. Mais en même 
temps, c'est une simplification considérable de la construction originale de 
Monsky-Washnitzer puisqu'elle ne nécessite pas une homotopie explicite, 
qui est le point délicat de la construction originelle et qui ne semble pas se 
recoller. 

COROLLAIRE 6.7.5. — Soient f : Y — >• X un morphisme de schémas 
affines lisses sur k, et et 3£' des relèvements plats. Alors, tous les 
morphismes 

induits par des relèvements f> définissent le même élément du groupe : 

R° m D b (K Y -Mod) (f 1 ^*rt /K' /k) ■ 

Démonstration. En effet, si f\,f\ son * deux relèvements de /, on a les 
factorisations canoniques : fj = i.j opt, i = 1,2, où i.j est l'immersion 

graphe — > Xy de fj et p 1 est la projection canonique x>- 
S, ^ — > JTL Cela ramène à supposer que / est une immersion fermée. 
Dans ce cas affine, et en vertu de la propriété 3) de la lissité, il existe un 
automorphisme g de 3K"^ tel que f\ = g o f\. On est réduit au théorème 
précédent. ■ 

Corollaire 6.7.6. — La correspondance X H> , K définit un fonc- 
teur contravariant 

DR{-/K) : SmAff(fc) -> K+{K) 

de la catégorie des schémas affines lisses SmAff(fc) sur k dans la catégorie 
homotopique K + (K). 
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Démonstration. En effet, dans le cas affine un morphisme / admet tou- 
jours des relèvements (|2.3.2[) et on est réduit au corollaire précédent. ■ 

Le foncteur ainsi construit coïncide, par construction, avec celui de 
Monsky-Washnitzer [M-W], mais on ne peut pas étendre à ce stade la 
fonctorialité au cas non affine parce qu'en général un morphisme ne se re- 
lève pas. L'un des buts, qui est aussi un test, des chapitres suivants, est 
d'étendre cette fonctorialité à la catégorie de tous les schémas lisses séparés 
sur k. On est encouragé de retrouver par cette méthode la fonctorialité du 
cas affine de Monsky-Washnitzer ([M-W]), sans quoi rien n'est possible. 

COROLLAIRE 6.7.7. — Soient X un schéma lisse sur k et M.\ nî un 
S> x ï i K -module à gauche spécial. Les faisceaux de Zariski : 

sont nuls si i > dim X et les espaces : 

Exty Sp (O xL/K ,Mlj 

sont nuls si i > 2dimX. En particulier, les nombres de Betti B p ^(X) sont 
nuls si i > 2dimX. 

Démonstration. En effet, si est un relèvement plat, le complexe de 
faisceaux de Zariski RJ^om^^ sp(® x ^ t / Kl ^Lf) es ^ i somor ph e au- 
dessus de X au complexe de faisceaux jfora^t (Sp*(C^rt ik\ -^Vt )> 

srt /k 

concentré en degrés [0,dimX]. La seconde assertion résulte du fait que la 
dimension topologique de X est bornée par la dimension algébrique dim X 
en vertu du théorème de Grothendieck. ■ 

Remarque 6. 7.8. — On trouve par construction la suite spectrale conju- 
guée : 

Hj ( x .^t, Sp (OxUk,MU) => Ext** Sp (O xL/K ,Ml { ), 

et l'on s'attend, bien sûr, dans le cas géométrique (M} nf — Ox) ./k) a ce 
que la filtration de cette suite spectrale ait une interprétation géométrique. 



6.8. Le théorème de comparaison dans le cas d'un relèvement 

propre et lisse 

On trouve ou on retrouve comme corollaire l'invariance de la cohomolo- 
gie de de Rham algébrique d'un relèvement propre et lisse, sans invoquer 
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la cohomologie cristalline qui a fourni historiquement la première démons- 
tration de ce résultat [B-O] . 

COROLLAIRE 6.8.1. — Soit X/V un relèvement algébrique propre et 
lisse de X/ k. La cohomologie de de Rham algébrique usuelle H^ R (X / K) := 
H'(X , ^x/k) es t canoniquement isomorphe à la cohomologie de de Rham 
p-adique Hp R (X/K,Oxî /k) e * es * indépendante à isomorphisme cano- 
nique près du relèvement X/V. 

Démonstration. Le relèvement algébrique X/V induit un relèvement plat 
■2ft ([Mr]). Définissons : 

Hh R (&/K) := Hh^X/K, O xyK ) := Ext^ (0, ryK , O xyK ). 

Au vu des résultats précédents, on a alors l 'isomorphisme canonique 

W DR {^/K) ~ H* DR (X/K, O xL/K ). 

En vertu du théorème de comparaison de Meredith [Mr] pour les schémas 
propres, le morphisme canonique 

W DR {X/K) -> W DR {^/K) 

est un isomorphisme de /^-espaces vectoriels, ce qui montre le corollaire. ■ 

Remarque 6.8.2. — Le morphisme naturel : 

M'ornai {Px) t /v,M\ ni )® v K -> J^om^t (O x f jk , M\ nf ®v K) 

n'est pas un isomorphisme en général. En particulier, la cohomologie de 
de Rham ne commute pas au changement de base V —> K. C'est une des 
raisons pour laquelle il faut modifier la définition de la cohomologie de de 
Rham f-adique sur R, mais nous n'insisterons pas dans cet article sur ce 
point. 

7. La catégorie des modules à gauche spéciaux et la 
cohomologie de de Rham p-adique H* DR h (xl nî /V) 
d'échelon h ^ 

7.1. La filtration par les échelons du faisceau S> x ^ j R 

Dans le cas où R est une Z( p )-algèbre où Z( p ) est le localisé de Z en 
l'idéal (p) pour un nombre premier p > 0, et si est un relèvement 
plat d'un i?i-schéma lisse X, nous avons défini dans les articles ([M-Ni], 
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[Mes]) une filtration croissante et exhaustive du faisceau ^L t /B P ar ^ es 
faisceaux d'anneaux ^ ^\ j R des opérateurs différentiels d'échelon h ^ 0, 
que nous appelons « la p-filtration » ou « la filtration par les échelons » qui 
est similaire à la p-filtration du faisceau &x/k des opérateurs différentiels 
sur un schéma lisse sur un corps de caractéristique p > 0. Rappelons-en la 
définition ([M-Ni], [Me 3 ], 2.6.1) : 

DÉFINITION 7.1.1. — Soit h^Oun entier. On définit le faisceau S>^j R 
des opérateurs différentiels d'ordre fini et d'échelon h, comme le faisceau 
de sous-O : ?;\ i R -algèbres du faisceau @$ri/R, localement engendré par les 
opérateurs d'ordre ^ p h . 

Le faisceau ^^^/' R es t un sous-faisceau de O^t/fl-algèbres du faisceau 
^,rt /R} qui es t aussi localement libre comme O^-t /^-module [M-Ni]. 

Pour tout h ^ 0, nous pouvons considérer le complété 7-adique ^^a/ r 
du faisceau 3f^' R: Nous pouvons aussi considérer le complété 7-adique 

(X,0^a/r) du schéma f-adique (X,0 f;y R ) et le faisceau ^^air, qui 
opère de façon évidente sur le faisceau 0$ /\/r, apparaît comme un sous- 
faisceau de iî-algèbres du faisceau des endomorphismes End R {Ox^ /r)- 
Pour tout entier s ^ 1 , nous pouvons considérer la réduction modulo l'idéal 
I s du faisceau ^ : A/ fl : 

^A,ft rs _ ca<oo,h ,js 
-^A^/R 1 ~ -^.fl/Rj 1 ■ 

C'est de façon naturelle un faisceau de (D;t 3 -algèbres filtré sur le schéma 
X s , réduction modulo l'idéal I s du schéma f-adique (X, C' ,•• /r). 

L'inclusion S>^^ R C %}^-y R induit, pour tout s ^ 1, un morphisme 
filtré : 

qui, bien entendu, n'est pas injectif . 

Le faisceau @%-y R , qui opère de façon évidente sur le faisceau : £-a/ r , 
apparaît alors aussi comme un sous-faisceau de iî-algèbres du faisceau des 
endomorphismes £nd R {0 y; ^ / R ) . On peut donc pour tout h ^ considé- 
rer l'intersection 2iï\ ; y R H ^^-a/^ prise dans le faisceau £nd R (0 % a / R ) . 
Rappelons la définition ([Mes], 2.6.5) : 

Définition 7.1.2. — Sous les conditions précédentes, soit un entier 
h ^ et soit 3£ ' = (X, O^-t / R ) un R-schéma f-adique lisse, on définit 
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le faisceau des opérateurs d'ordre infini et d'échelon h noté &\j, h y R , comme 
le sous-faisceau du faisceau ^ ir^^x/r ^ es opérateurs dont la réduction 
modulo I s dans , V /I S est d'ordre localement borné par une fonction 
linéaire en s. 

Remarque 7.1.3. — Le lecteur prendra garde que l'inclusion @%-y R C 

9xVR n ®x*/R est stricte - 

Notation 7.1.4. — Si j3 = . . . , /3 n ) est un n-uplet et h ^ 0, on note 
dans l'énoncé suivant /3 £ N^ p _ x si ^ p — 1 et : 

{AP y := (A ?y...( A £>. 

Théorème 7.1.5. — Soient un schéma \-adique lisse sur V et 
Xx, . . . ,x n une famille de sections locales du faisceau 0%\ /y au-dessus d'un 
ouvert affine U d'algèbre := T(U, O.rt /y) telles que leurs différentielles 
dx\, . . . ,dx n forment une base locale du O^-t /y-module des formes diffé- 
rentielles séparées O^-t ly Alors, pour h ^ 0, un opérateur différentiel P 
d'échelon h s'écrit de manière unique : 

P(a,A,...,AP h )= J2 a^...^f---(^y h 

/ 9 ,...,^ h - 1 e(N5 p __ 1 )'%/3 h eN" 

où o^o ... ph est une suite d'éléments de l'algèbre telle que la série «sym- 
bole total » : 

a P , h (x, t ^i: P(a, C C' : : £ a p0 _ ph {?f ■ ■ • 

/ 9°,...,/3 h - 1 6(N5 p _ 1 ) h ^' l eN" 

est un élément de l'algèbre (A^ • • • , £ fc ]) t , où la Aî -algèbre A^ . . . , Ç h ] 
est engendrée par les générateurs ^ = (fj, . . . ^ j ^ h, soumis aux 
relations (Çi)P = Uj^ +1 < j < h - 1, 1 < i < n et Uj := En 
particulier, on a la majoration v m (dpo ph.) ^ A(|/3°| + • • •+ \f3 h \p h ), A > 0. 
De plus, l'application symbole total qui à P associe son symbole total, 

P^<T P , h {x,e,...,Ç h ), 
est un isomorphisme de A^ -modules à gauche entre l'anneau D]$/ v '■= 
T{U, 2>\^ h y v ) des sections globales des opérateurs d'échelon h et la A^- 
algèbre (At[£°, . . . , £ /l ])t. 

Le théorème 17.1.51 est démontré en deux parties ([Mes], Thm. 3.1.2 et 
Thm. 3.1.4). La démonstration utilise le théorème 12.4.21 Là aussi les élé- 
ments de l'algèbre . . . , £ ])' sont faciles à décrire ce qui produit 
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beaucoup d'opérateurs d'échelon h. On déduit du théorème précédent que 
le faisceau ^J^^ v est aussi acyclique sur les ouverts affines assez petits 

([Me 3 ], 3.2.3), que l'idéal m est contenu dans la radical de T(U, @tfi/ v ) 
pour un ouvert affine assez petit U ([Mes], 4.1.1) et que la transposition 
est une anti-involution de cet anneau ([Me3], 4.2.1). 
L'intérêt de la p-filtration est le théorème : 

Théorème 7.1.6. — Pour tout ouvert assez petit affine U d'algèbre 
et tout h ^ l'anneau D'j^.y := T(U, *2> , v ) est noethérien. 

Le théorème 17.1.61 est démontré dans l'article ([Mes]. Thm. 5.3.6). Ce 
théorème ne se déduit pas de son analogue formel, il est beaucoup plus 
profond et sa démonstration utilise en fait le théorème précédent. 

Remarque 7.1.7. — La filtration par les échelons permet d'appliquer le 
critère de platitude locale |2~U731 pour montrer la platitude des extensions de 
faisceaux d'opérateurs différentiels que nous rencontrerons dans cet article. 
En particulier, les extensions Oxt/v ^.rt/y — > ^\;t /v sont pl ates 
([Me 3 ], Coro. 6.1.2). 

Nous allons étudier l'extension de cette filtration au faisceau 5^tt ,„ des 

f A inf/ K 

opérateurs différentiels sur le site A, L f . 

PROPOSITION 7.1.8. — Soit R une TL^yalgëbre. Alors, pour h ^ et 
pour tout morphisme du site : — > IA\ le morphisme de restriction 
(tt)r+ : r ~ 1 i r ~^ ^wi/R m d u ti un morphisme de restriction 



-°u\Ir ^ A 



compatible à la composition des morphismes. 

Démonstration. La question est locale. Il s'agit de montrer que si P est 
un opérateur différentiel d'échelon h l'opérateur différentiel r*Pr*~ 1 est 
d'échelon h. Si x\, . . . ,x n sont des coordonnées locales sur W\W il suffit 
de montrer, par définition des opérateurs différentiels d'échelon h ([M-Ni], 
[Mes]), que les opérateurs différentiels : 

r*A X] r*- 1 ,...,r*A p x \*- 1 

sont d'ordre 1, . . . ,p respectivement, ce qui est conséquence du fait r* o 
P o r* -1 est un isomorphisme d'algèbres respectant l'ordre des opérateurs 
différentiels. ■ 
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Définition 7.1.9. — Soit R une 7L( v) -algëbre. Alors, la famille ^\^i R , 
munie des morphismes (jj) r t,/i, définit un faisceau d'algèbres Sr-j^ /r sur I e 
site Xj nf , le faisceau des opérateurs différentiels d'échelon h. La hltration 



faisceaux d'algèbres 



x \ i R est une filtration exhaustive du faisceaux j R par des sous- 



Rappelons que dans le cas d'un anneau de valuation discrète l'on définit 
l'indice de ramification absolu e comme la valuation m-adique v m (p) de p. 

PROPOSITION 7.1.10. — Soit 3^^ un schéma f-adique sur V lisse. Si 
h ^ est un entier tel que e < p h (p— 1), alors le faisceau G$ri est un sous- 
faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau ^j^-t/y 
des opérateurs différentiels d'échelon h, et le faisceau Gxî est un sous- 
faisceau de groupes pour la structure multiplicative du faisceau 3r^\ ^ 
des opérateurs différentiels d'échelon h pour un schéma X lisse sur k. 

Démonstration. Les faisceaux Ç/^-t et ^jjrt/y son t P ar définition des 
sous-faisceaux du faisceau £ ndyiO /y). La question est donc locale. Soit 
(xi, . . . , x n ) une famille de sections locales du faisceau Oj-t/y au-dessus 
d'un ouvert affine U d'algèbre A' := T(U, 0%\ /y) telles que leurs différen- 
tielles (dxi, . . . , dx n ) forment une base locale du O %\ /y-module des formes 
différentielles séparées Çl^-yy- Si g est une section de T(U, G%-f), c'est un 
automorphisme de l'algèbre qui se réduit à l'identité modulo m et, en 
vertu du corollaire 15.0.81 c'est donc un opérateur différentiel qui admet 
comme développement en série : 

a = E ) - • • • {9{x n ) - x n f-^ ... a£». 

La valuation m-adique du coefficient ap := {g{x\) — xi)^ 1 ■ ■ ■ (g(x n ) —x n )^ n 
est supérieure à \/3\ := f3\ + ■ ■ - + /3„. Soit 

A := q/3aP h + ap.i.h-ip' 1 ^ 1 H h ap t ifl, < ap iitj ^ p - 1 , 

la division euclidienne de f3i par p h . Posons 

fph\\\qfi\ ^ph-l\\\an,h-i\ . . . (pt)l«*/9,il 

■ "•— —\ : — ■ 

La valuation m-adique de bp est supérieure à : 

V- ((k , (P h ~ l)e , (P - l)e Wi-s Pi )e ^ 

}, {Pi + qp,i 1 — i ^ a w,i 1 ; — ), 

où sp i est la somme des coefficients du développement p-adique de /3j. Si 
p h (p — 1) — e > 0, la valuation m-adique de bp est supérieure à A|/3| pour 
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une constante A := ( p / p l\ ^ > 0. et la série 
{p-i)p h 



Y^WW' •■■(A ph )^ 

p 



est un opérateur différentiel d'échelon h en vertu de la définition du faisceau 



7.2. La cohomologie de de Rham p-adique H' DR hiX^/V) 

d'échelon h ^ 

En vertu de la proposition précédente et sous la condition e < p h (h — 1 ), 
le faisceau Gx f ( . es t, pour la structure multiplicative, un sous-faisceau de 
groupes du faisceau d'anneaux ( S> X ^\ jy. 

Définition 7.2.1. — Sous la condition e < p h (h — 1), on dit qu'un 
/y- m °dule à gauche M.\^ { est spécial si l'action (fl) de Q x \ f sur M.\^ 

se fait à travers S'il* 

On note (S>\^ , v , Sp)-Mod la catégorie des /^-modules à gauche 
spéciaux. Tous les raisonnements que nous avons faits pour le couple 
Qx) f ^ S> x j j V se transposent mutatis mutandis au couple Gx f { 

^XÎ ./v sous ^ a con dition e < p h (p — 1). 

1) On trouve que la donnée d'un module à gauche spécial d'échelon h 
est équivalente la donnée d'un famille de S^'/^-modules à gauche 
munie d'isomorphismes (o)^ définis à l'aide des modules de transfert 

2) On trouve que si est un relèvement plat de X. la catégorie 

set /y~Mod est canoniquement équivalente à la catégorie des mo- 
dules spéciaux , v , Sp)-Mod par le foncteur prolongement ca- 
nonique P^-t h- 

3) On trouve que la catégorie (S^t /y, Sp)-Mod des modules spéciaux 
à gauche est une catégorie abélienne qui a suffisamment d'injectifs 
et est un champ. 

4) On trouve que si J\f^,Aij^ sont deux modules à gauche spéciaux 
d'échelon h, le complexe RJ4?, om g (A/^j\ ) est un com- 

"^inf ^ ^ ' 

plexe de Zariski. On définit en particulier la cohomologie de de 
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Rham de X p-adique d'échelon h à coefficients dans -M^ f par : 
H' D R,hi X U^ := Ext^ tSp (O xUv , M\£). 

^inf ' ^ 

5) On trouve que si est un relèvement plat, on a des isomorphismes 
canoniques : 

Ebrt' t.* (O xyv ,R x i (M^)) * Ebrt' t * (CM /v , A^). 

Le cas ft, = est particulièrement intéressant et donne : 

Proposition 7.2.2. — Si est une relèvement t-adique L'sse de X 
et si e < p — 1, la cohomologie de de Rham usuelle Hq R {3£* /V) := 
H'(X, n*^y v ) est canoniquement isomorphe à la cohomologie d'échelon 

zéro Hp R gpfj^f /V, OxJ /v) e t es * indépendante du relèvement. 

En particulier, si X est affine et si e < p — i, la cohomologie de de 
Rham des formes différentielles séparées d'un relèvement, qui est canoni- 
quement isomorphe à la cohomologie de de Rham d'échelon du site X ; ' nf , 
est indépendante du relèvement comme V- module gradué [M-W]. 

On trouve ou on retrouve comme corollaire l'invariance de la cohomo- 
logie de de Rham algébrique d'un morphisme propre et lisse sur V sans 
invoquer la cohomologie cristalline, qui a fourni historiquement la première 
démonstration de ce résultat [Bi]. 

COROLLAIRE 7.2.3. — Soit X/V un relèvement algébrique propre et 
lisse de X/k. Si e < p — 1, la cohomologie de de Rham algébrique usuelle 
Hp R (X/V) := H*(X,Çl* x , v ) est canoniquement isomorphe à la cohomo- 
logie de de Rham p-adique d'échelon zéro Hp R (X? nî /V, Ox) /v) e t es ^ 
indépendante à isomorphisme canonique près du relèvement X/V. 

Démonstration. En effet, en vertu du théorème de comparaison GAG A 1 * 
de Meredith [Mr] pour les ]/-schémas propres, le morphisme canonique : 

H' DR (X/V) H' DR (^/V) 

est un isomorphisme de T^-modules gradués. On est alors réduit à la pro- 
position précédente. ■ 

COROLLAIRE 7.2.4. — Soit X/V un relèvement algébrique propre et 
lisse de X/k. Si e < p — 1, la cohomologie de de Rham algébrique usuelle 
Hp R (X/V) := H' (X ,fl° x ,y) est canoniquement isomorphe à la coho- 
mologie de de Rham p-adique d'échelon zéro du site infinitésimal formel 
H- DR ,o(XCnï/V)- 
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Démonstration. En vertu du théorème de comparaison GAGF de Gro- 
thendieck [EGA III i] pour les V-schémas propres, la cohomologie de de 
Rham du schéma A, i.e. H DR (X /V) := H° (X , fl' x . est canonique- 
ment isomorphe à la cohomologie de de Rham formelle H DR (^ A /V) := 
H*(X, O^-A /y) ( e f- 1 1 ■ 24|) et donc canoniquement à celle du site infinitésimal 
formel d'échelon nul H DR0 (X^ { /V). m 

Ainsi toutes les cohomologies de type de de Rham qu'on peut définir 
pour une variété propre et lisse sur k qui se relève sur V en schéma propre 
et lisse, sont toutes canoniquement isomorphes. 

Remarque 7.2.5. — Un peu plus généralement et comme nous l'avons 
signalé dans l'introduction (ll.24|) . la cohomologie de de Rham p-adique 
formelle H' DR (X(^ f /K) d'une variété algébrique X lisse sur k, non né- 
cessairement propre, doit être canoniquement isomorphe à la cohomo- 
logie cristalline de X sur K et, si e < p — 1, la cohomologie p-adique 
H dr o(^inf/^0 d'échelon doit être canoniquement isomorphe à la coho- 
mologie cristalline de X sur V . C'est le cas des variétés qui se relèvent en 
vertu du théorème de comparaison de Berthelot-Ogus [B-O]. Il faut donc 
construire un morphisme de comparaison et passer du local au global. 

8. La cohomologie infinitésimale et la cohomologie de de 

Rham p-adiques 

Soit X/k une variété algébrique lisse sur un corps k. Lorsque la caracté- 
ristique du corps de base k est nulle, Grothendieck a montré ([G3]) que la 
cohomologie H* nf (X/k, Q x i j k ) du site infinitésimal de A à valeurs dans 
le faisceau structural est canoniquement isomorphe à sa cohomologie de de 
Rham H DR (X/k) := H°(X, fl m x ^ k ), et fournit donc les bons nombres de 
Betti en vertu du théorème de comparaison de Grothendieck ([Gi]) entre 
la cohomologie de de Rham algébrique et la cohomologie transcendante, 
quand k est plongé dans le corps des nombres complexes C. Nous allons 
voir que ce n'est pas le cas de la cohomologie du site infinitésimal p-adique 
à valeurs dans le faisceau structural. 

8.1. La cohomologie infinitésimale t-adique des complexes de la 

catégorie D + (RxJ f ) 

Soient A un schéma lisse sur R\ et Axï un faisceau d'anneaux sur le 
site Xl v 
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Proposition 8.1.1. — La catégorie A X J -Mod des _4 x .t j-moduJes à 
gauche sur le site X^ ni admet suffisamment d'objets injectifs. 

Démonstration. C'est un cas particulier de l'existence de suffisamment 
d'injectifs dans la catégorie de modules sur un faisceau d'anneaux sur un 
site. Mais ici on peut explicitement construire des résolutions injectives à 
l'aide des foncteurs Pa„, m exactement comme on a construit des résolu- 

x inf ' 

tions injectives dans la catégorie des modules spéciaux {^ x \ j R , Sp)-Mod 
dans le théorème 16.3. Il ■ 



Le foncteur covariant F m t Honifl x , (iî jY t f , J-jnf ) de la catégorie 
Mod(R x i ) dans la catégorie Mod(i?) est exact à gauche et se dérive à 
droite T in f RHomx x , (R x ^ f ,J-mf) comme foncteur exact de catégorie 
triangulées, de la catégorie D + (R x î ) vers la catégorie D + (R). 

Définition 8.1.2. — Si J-"i n f est un complexe appartenant à la catégorie 
D + (R x f ), on définit la cohomologie infinitésimale f-adique : 

de X à valeurs dans J-i n f, comme la cohomologie du complexe : 
MÇX/R, J- inf ) := R Hom flxLf (R x ^ { , F inî ) . 

Théorème 8.1.3. — Soit ST^ un relèvement plat de X. Si Ji n f est 
un complexe de la catégorie D + (R x i ), alors il existe un isomorphisme 
canonique : 

RHom fl [0^,](Ex,iï,rt(-7 r hif)) ^ -RHom Rx! (R x ^ t ,J r in {), 

et donc des isomorphismes canoniques : 

''• Nl />■ <;, (/'' \ • / (-^i,- )) — H' nî (X/R, Ji„f). 

Démonstration. C'est une conséquence directe de l'équivalence du théo- 
rème 14.2.61 ■ 

Remarque 8.1.4. — On peut de façon évidente considérer la théorie sur 
le corps des fractions K d'un anneau V de valuation discrète complet, où 
se pose la question redoutable du calcul des espaces : 

Hl ni {XI K, K xL ) , Hf ni (X/K, O xL/K ) , 

hUx/k, op xL/k ), hUx/k, n- xL/K ), 

même pour la droite affine ou la droite projective. Nous allons montrer, 
dans le paragraphe qui suit, des résultats très partiels dans cette direction. 
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8.2. La cohomologie infinitésimale en degré zéro à valeurs dans 
le faisceau structural fournit le bon nombre de Betti 

Notre première approche a été de montrer, de même qu'en caractéristique 
nulle, qu'en caractéristique positive la cohomologie H' nf (X/K, Q x \ j K ) du 
site infinitésimale p-adique de X, supposée affine pour commencer, à valeurs 
dans le faisceau structural est canoniquement isomorphe à sa cohomologie 
de de Rham p-adique, ce qui éventuellement établit l'indépendance du re- 
lèvement de la cohomologie de de Rham. Pendant longtemps, plusieurs 
années, nous avons cru que tel était bien le cas, mais nos efforts nous ont 
conduits à montrer qu'il n'en était rien, de façon non triviale, ce qui soulève 
des problêmes fort intéressants en liaison avec la cohomologie de groupes 
et l'algèbre (non)-commutative. 

Si J^nf est un K x f f -module, son if-espace des sections globales infini- 
tésimales est par définition le if-espace vectoriel Hom^, {K x \ f > J~i n i), et 
sa cohomologie infinitésimale est donc : 

H^(X/K, Ji nf ) := Extjf , (K X 1 F iai ). 

inf mt 

On peut faire le changement de base : 

qui est plat et trouver, pour un O x \ -module Aii n f, les isomorphismes 

inf /K 

canoniques : 

H^(X/K,M ini ) * Ex^ xL{/K (O xL!/K ,M ini ). 

Proposition 8.2.1. — Si M\ nî est un ^-module spécial, il existe 
un isomorphisme canonique : 

H a DR {X/K, Ml*) * H° ni (X/K, Ml*). 

Démonstration. Comme O^t j K est un sous-faisceau d'anneaux du fais- 
ceau S> x f j K , on a un morphisme canonique : 

Honw _ (O x t /K , M^) -> Hom 0ïi (O x ï /K , M\ ni ). 

En vertu de 14.2.81 le fait que ce soit un isomorphisme est une question de 
nature locale pour la topologie de Zariski. Aussi, on peut supposer que X 
est affine. Soit un relèvement plat. Il suffit de montrer que le morphisme 
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canonique : 

JTom^t {O x y K , M\ r ,) -> ^om 0/]VK[ÇrA {0, 9 _:y K ,M^) 

est un isomorphisme. En vertu du théorème 15.0.41 on a morphisme cano- 
nique de Ojft / K -'&\gèhïes : 

A xyx := O xyK [g x ^\ -> ^ ;t/if ■ 
Il suffit de montrer que le morphisme canonique : 

^jrt/jr ®Ai., K Oart/x Ojrt/ir 

est un isomorphisme de *3) x \ ^-modules à gauche. La question est encore 
locale, et on peut supposer que x\,...,x n sont des sections locales du fais- 
ceau structural dont les différentielles forment une base de l'espace des 
formes différentielles séparées. Il suffit enfin de montrer en vertu de ([Me3], 
Prop. 6.2.3) que l'idéal d'augmentation A%\ /k ~^ C.rt ik engendre sur 
^X^IK l'idéal Ai,...,A„. Mais en vertu du corollaire 15.0.81 les généra- 
teurs de l'idéal d'augmentation sont de la forme : 

.9-1= E ^•■•a^Af...A^» ! 

pour ai, . . . , a n dans l'idéal engendré par m. L'idéal sur i K engendré 
par l'idéal d'augmentation contient des éléments de la forme (1 + Pj)Aj, 
qu'on obtient, par exemple, pour g = (Xà)<a i <oo(0 :,2 )^ < )Af''), ou ^% appar- 
tient à l'idéal engendré par m. En vertu du théorème ([Mes], Thm. 4.2.1), 
l'opérateur 1 + Pj est inversible et donc A; appartient à l'idéal engendré 
par l'idéal d'augmentation pour i = 1, . . . ,n. En fait, on obtient des opé- 
rateurs 1 + Pi comme dans l'exemple précédent qui sont de façon évidente 
inversibles. ■ 

La cohomologie infinitésimale p-adique d'une variété algébrique lisse sur 
k fournit le bon nombre de Betti en degré zéro. 



8.3. La cohomologie infinitésimale en degré un à valeurs dans le 
faisceau structural ne fournit pas le bon nombre de Betti 

Théorème 8.3.1. — Soit SC^ une relèvement plat d'un schéma affine 
lisse X muni de sections x\, . . . ,x n du faisceau structural telles que leurs 
différentielles forment une base de l'espace des formes différentielles sépa- 
rées. Alors, le K-espace H^ nf (X/K,O x î /k) es ^ non nul - 
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Démonstration. En vertu de l'équivalence de catégories 14.2.61 on a un 

isomorphisme canonique : 

, O x y K ) — H} nt {X/ K, O x ^ { /k)- 

Soit la suite exacte : 

-> A X y K -> X y K —¥ , 

où X^ft est l'idéal d'augmentation. 

En appliquant le foncteur Hom^,^ (?, 0%\[ K \ on trouve une suite 
exacte : 

-> Hom (O^-t/jc, Ojrt/x) -> O^-t/jf) -> Hom (X rt , 0, rt/if ) 

Art /.k Aryjr 

^Ext 1 (O rt /K,Ort/i f ). 

Art / K 

Il suffit de montrer que le morphisme induit : 

T(X, O xyK ) -> Hom^t (Xrt , O xyK ) 

n'est pas surjectif. Un élément de l'espace figurant à droite est un mor- 
phisme de faisceaux, et est défini par ses restrictions sur les ouverts affines 
qui forment une base de la topologie. Soit U un ouvert affine d'algèbre 
f-adique À\j := T(U, Ogr\iy). L'idéal T{U,I X \) est engendré par les élé- 
ments g — 1, où g est un automorphisme de l'algèbre qui se réduit 
à l'identité modulo m. En vertu du corollaire 15.0.81 il s'agit d'opérateurs 
différentiels qui admettent des développements de la forme : 

g= £af...a£«A?i...A£», 

pour ai,...,a n dans l'idéal engendré par m. 
Lemme 8.3.2. — L'opérateur différentiel 

^=£, eN j-i)^-.AMï...^ 

est égal à 

Démonstration. La transposition P H> *P est une anti-involution de l'al- 
gèbre des opérateurs différentiels ([Mes], Coro. 4.2.2). Si g est un auto- 
morphisme de Y{U,G x t) et si / une fonction de A' U} on a gf = g(f)g et 
f*9 = '<?<?(/) «oit / 4 g(l) := < 9 (s(/)) ou encore *g(l)g-Hf) = W)- □ 
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Lemme 8.3.3. — Si g est un élément du groupe T(U, G$rt), l'élément : 

m— 0,C3O 

est un élément bien défini de l'algèbre A\j <S>v K. 

Démonstration. En effet, si l'on choisit une présentation de l'algèbre A]j 
comme quotient du complété j-adique d'une algèbre de polynômes, l'élé- 
ment É g(l) — 1 appartient à l'algèbre de Banach A^ p , image de l'algèbre 
des séries qui convergent dans un domaine \x\ ^ p pour un nombre p > f , 
et sa norme quotient vérifie ||*g(f) — f|| p < f, ce qui entraîne que la série 
converge dans l'algèbre A\j . □ 

Lemme 8.3.4. — L'application g h-> 5(g) := Log( t g~ 1 (l)) est un cocycle 
de T(U, Gs"t) & valeurs dans A\j ®y K qui n'est pas un cobord. 

Démonstration. 11 faut vérifier la propriété de cocycle : 

S(gm) = %i) +5i<%2)- 
Par définition, on a l'égalité : 

Ô(g l92 ) = Log(*(.9i.92)^ 1 (l)) = Log ^(1) + Log( ffl ( ^(f ))), 
car t g^ 1 (l)gi = t g^ 1 . Mais comme 51 est un morphisme de l'algèbre A\j p 
vers l'algèbre A\j , pour p > l,p' > 1 assez près de 1, on trouve que 
Log(<?i( *5 2 _1 (1))) = gi(Log( ce qui montre bien la propriété de 

cocycle. □ 

Le cocycle ainsi défini est nul sur les éléments du groupe à coefficients 
constants, c'est-à-dire les éléments g tels que g = J^p a^A^ où a est un 
élément de m C V. Cela implique que ce cocycle n'est pas un cobord. 
En effet, si ce cocycle était un cobord, il existerait un élément / tel que 
= (.9 — 1)/; d'où Ai(f) = 0,i = f,...,n et donc ô(g) = 0, ce qui 
n'est pas le cas. D'autre part, l'application ô commute aux restrictions 
et définit un morphisme de Hom^ rl/K (I<jrt , O j f ^) dont l'image dans 
Ext A.r</K °.rf /k) n'est pas nulle. ■ 

Remarque 8.3.5. — Sous la condition précédente, la cohomologie de 
groupes 7î 1 (G j 4t , A]j ®y K) de degré 1 est non nulle. 

COROLLAIRE 8.3.6. — Le lemme de Poincaré pour la cohomologie in- 
finitésimale n'a pas lieu : le H^ ni (A^/K,Oç An ^ ^ K ) de l'espace affine 
Spec(fc[a;i, . . . , x n ]) n'est pas nul. 
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Démonstration. En effet, le faisceau des formes différentielles séparées 
est libre sur l'espace affine. ■ 

En particulier, la comparaison entre la cohomologie infinitésimale et la 
cohomologie de de Rham n'a pas lieu. 



Corollaire 8.3.7. — Sous les condition du théorème \8.3.1[ si l'espace 

■y K -> ®^ /K 



Hl) R (X/K) est nul, l'extension A x \ /k ik n ' es * P as plate 



Démonstration. En effet, si l'extension Agr\ /k ~ * ^\;\ jk était plate, il 
existerait un isomorphisme canonique : 

Rjfom (O xf/K ,0 X i /K )~RM 3 om {?] niK ® J c O x y K ,O x y K ) 

A JVK S£v* X ' K 

et la cohomologie infinitésimale serait isomorphe à la cohomologie de de 
Rham j3-adique. ■ 



On rappelle que l'on a Pisomorphisme de changement de base : 
Rjtfom {@l-y K è> Ojrt/x, 0, ryK ) ~ RJfom {O xyK , Qxvk) , 

At rt/K 



qui a lieu dans le contexte topologique très général. 

En fait pendant longtemps nous avons cru et essayé de montrer que cette 
extension est plate. 

Corollaire 8.3.8. — Sous les conditions du théorème \8.3.1\ si l'espace 
Hp R (X/ 'K) est nul, le faisceau : 

Torf r < /K {®l VK ,0,^ /K ) 

n'est pas nul. 

Démonstration. En effet, en vertu de Pisomorphisme précédent, la coho- 
mologie infinitésimale H^ nf (X/K, O x î /k) es * isomorphe à l'espace : 

Mais comme le morphisme @ x y K ®A r t/ K ®%"*/k Cirt/if es t un 
isomorphisme et que l'espace H^^X/K) est nul, en considérant la suite 
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longue de cohomologie du triangle construit sur le morphisme de compa- 
raison entre la cohomologie de de Rham p-adique et la cohomologie infini- 
tésimale : 

DR(X/K) := HHom^» {O xyK , O xyK ) 

-> ïnî(X/K) ~ HHom(4 t/K ® 0-rt/jc, O^t/jc) , 



on trouve que si To?^ '''^(f^^, O x \ /k) es t nul. l'espace : 

ExtL (^je-t/jfi^t X y K ,O x y K ) 
est nul, et le corollaire est conséquence du théorème précédent. 



En fait, on trouve une injection : 

L 

' .n/K 



J X1/K ' ^Xl/K 1 ' 



Remarques 8.3.9. — 1) La non-platitude précédente est due à la 

non-noethérianité de l'algèbre du groupe. De façon plus précise, 
supposons que e < p (p — 1). On a alors un morphisme /v 

Xï IV d'image /m(<A#-t /y), et on peut montrer que ce morphisme 
est injectif. Définissons le faisceau d'algèbres 

B xyv := (Im(^ ;t ) ®v K) n 3^ /v C &£ /K . 

Par construction, Im(«4^-t /v) ®v K ~ S^-t /y ®v -K"- On peut mon- 
trer que l'inclusion B x \ /y C i V induit un isomorphisme mo- 
dulo m s pour tout s ^ 1. Cela entraîne que l'algèbre B%-\ /v n'est 
pas noethérienne . Parce que si elle l'était, l'extension précédente 
serait plate en vertu du critère de platitude local 12.0.31 et la coho- 
mologie infinitésimale fournirait les bons nombres de Betti. 

2) Il n'est par contre pas impossible que les idéaux de type fini au- 
dessus d'un ouvert affine assez petit de l'algèbre B x \ /y soient de 
présentation finie. Dans ce cas les faisceaux 

Axi 



pour i ^ 2, seraient nuls, et l'obstruction au théorème de com- 
paraison entre la cohomologie infinitésimale et la cohomologie de 
de Rham p-adique se trouverait dans les foncteurs dérivés à droite 
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du foncteur covariant exact à gauche des morphismes du i K - 

module Tor^ J /K {^\-y K ^ O sc\ /k) à valeurs dans le faisceau struc- 
tural. En effet, il est difficile de construire des relations selon l'ex- 
périence que l'on a de cette algèbre. 

3) Le faisceau l~or^"' /if (^t/K' /k) es t non nu l en général. Aussi, 
il serait intéressant de construire un élément non trivial dans le cas 
de la droite affine. Nous allons proposer un candidat. Supposons 
que X est la droite affine sur un corps fini, soit X = Spec(F p [x]), et 
soit (Z p [x])t son relèvement canonique. Notons 9 P l'automorphisme 
x i — ^ x+p, et 9 px 2 l'automorphisme x i— > x+px 2 de l'algèbre (Z p [x])L 
On peut montrer de façon non triviale que le groupe G(9 p , 9 px 2) en- 
gendré par les éléments 9 p , 9 px 2 est libre, de sorte que les éléments 
9 p — 1 et 9 px 2 — 1 n'admettent aucune relation non triviale dans l'al- 
gèbre (Z p [x]) ' [G(9 P , 9 px 2)]. Pourtant, l'opérateur 9 px 2 — 1 appartient 
à l'idéal engendré par l'opérateur 9 p — 1 dans l'anneau [x])t/Q ' 
ce qui fournit une relation non triviale dans cet anneau. Il est pos- 
sible que 9 p — 1 et 9 px 2 — I n'admettent aucune relation non triviale 
dans l'algèbre (Z p [x])''[G(2 ^t], et la relation précédente fournit 
un élément non trivial du faisceau Tor^' </K (^j^-f /k' ® pour 

le schéma f-adique associé à (Z p [x])L 

4) Le lecteur notera que la découverte du cocvcle l8.3.4l a été une chance 
inespérée pour le fondement de la théorie de la cohomologie de de 
Rham p-adique. Il a permis le passage de la cohomologie infinitési- 
male p-adique à la cohomologie de de Rham p-adique une fois pour 
toutes. 



8.4. Le foncteur de de Rham infinitésimal local 



Si jM; nf et Affaf sont deux &* x ^ ^-modules à gauche, le faisceau : 

inf' 

est un faisceau infinitésimal de R x ? -modules par la construction 14.3.11 
mais dont l'action de Gx* est triviale si Af^ , M-l n{ sont spéciaux. Nous 
allons voir que ce phénomène survit en cohomologie. Cela permet de définir 
le complexe de de Rham infinitésimal local. 
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Définition 8.4.1. — Soit A4- mï un complexe appartenant à la catégo- 
rie D + (J$ X \ ,^-Mod), on définit son complexe de de Rham infinitésimal 
local : 

dRbiiMlf) := RJfforrigi (Ox^/r, M\ ni ) 

"^inf ^ ^ m 

comme fondeur dérivé du fondeur covariant exact à gauche : 

Ml nl - ^om^ (Ox^/r, ML) . 
On obtient un foncteur covariant exact de catégories triangulêes 
dR mi (X/R, -) : D+(^ xL{/R -Mod) ->. D+^J. 

Théorème 8.4.2. — Soit -MÎ nf un complexe de ^ t , R -modules à 
gauche spéciaux borné inférieur ement, alors il existe un isomorphisme 
canonique : 

inf ^ inf 

dans la catégorie D + (Rx? f ) ■ 

Démonstration. Soit 2.t f une résolution de A4t, f par des f^tt / D -nio- 

ini'/ 

dules à gauche spéciaux et injectifs et ^ nf une résolution de X^ nf par des 
& x \ ^-modules à gauche injectifs. Alors, le morphisme naturel : 

représente le morphisme du théorème précédent. Pour montrer que c'est 
un isomorphisme la question est locale. Soit un ouvert du site il suffit 
de montrer que le morphisme induit : 

J4?om 9 ï (O u y R ,lL) -> M'omet (O u y R ,jL) 

est un quasi-isomorphisme. Mais en vertu de l'équivalence de catégories 
16. 2. 11( le complexe 2^ t := R u \(X[ nï ) est un complexe de ^ -modules à 
gauche injectifs et en vertu de l'équivalence de catégories 14. 2 . 61 le complexe 
Jy f := Rut(Ji n f) est un complexe de @yy R ,[^t]-modules à gauche injec- 
tifs. Mais l'extension ^l/y R — * ^ut /rI^w] es * plate, donc le complexe 
est une résolution par des £i^ t ^-modules à gauche injectifs de 2^ t et donc 

de A^jjjf, ce qui entraîne que le morphisme de complexes précédent est un 
quasi-isomorphisme. ■ 
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COROLLAIRE 8.4.3. — Soit Mj nf un complexe appartenant à la catégo- 
rie D + ((@ x i /w Sp)-Mod) alors le Ç x ^ { -module : 

£xt ^ (°xL/n,Mlj 
est trivial pour tout j ^ 0. 

Démonstration. En effet, en vertu du théorème précédent on a un iso- 
morphisme canonique Ç x i -modules : 

et le module de gauche est trivial. ■ 

Corollaire 8.4.4. — Les faisceaux de cohomologie du complexe 
de de Rham du site Sl^-t j K sont des Q x \ ^modules triviaux. 

Démonstration. Il suffit de montrer en vertu du corollaire précédent qu'il 
existe un isomorphisme canonique de la catégorie D + (K x \ f ) : 

Si : — > W est un morphisme du site on a un morphisme de restriction 
(it)rt : r- 1 Sp'(O w/K ) Sp'(O wt/K ) 

compatible à la composition ce qui définit le complexe de Spencer sur le 
aikeXh, noté S V '(O x f nf/K ) . 

Lemme 8.4.5. — Le complexe de Spencer Sp*(0x 1 ' /k) es t une résolu- 
tion du faisceau structural par des ^-modules à gauche localement 

libres de type fini, en particulier le module O x \ f / K est un ^ x \ ^-module 
à gauche parfait. 

Démonstration. C'est une conséquence du fait que le complexe de Spencer 
Sp*(C^t/A:) es t une résolution du faisceau structural en vertu du lemme 

EZU □ 

En vertu du lemme précédent, on a un isomorphisme canonique de 
D + {K xL ) : 

*™ (S V '(O xL/K ), O xL/K ) ~ RJ^om (O xL!/K ,O xLt/K ). 

Mais, par construction, le complexe de de Rham fl' x t j K est canoniquement 
isomorphe au complexe ^om^ (Sp'fOx* /jf),^' /k)- ■ 
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Nous allons maintenant étudier le rapport entre la cohomologie infini- 
tésimale du complexe de de Rham du site et la cohomologie de de Rham 
f-adique du site. 

Proposition 8.4.6. — Soient M[ ni et A/^ nf deux @ x - t , R -modules à 
gauche. Alors, on a l'égalité de R-modules : 

HM M. / J- A/ l t nf^L)=Hom flx! (R xL jeom 9 t (A/^ , A< f )). 

inf 1 inf 

Démonstration. Un élément de Hom„t (Af^ f ,A4Î f ) est la donnée 

pour tout ouvert Lfi d'un morphisme ^-linéaire ip u \ : A/^ t — > A4^ t tel 
que pour tout morphisme r< : — > on ait l'égalité : 

¥>W+ = (tt)rt o <PW\W ° (tt)"/- 
Un élément de Hom^ (1?y- ■ -J? om , t (A r| r , A4J . <•)) est la donnée 

inf inf -*Jf! /R 

pour tout ouvert de l'image de 1, qui est une section globale du fais- 
ceau Jtffom^ (A/^ t , A4^ t )), c'est-à-dire d'un morphisme f^ t y fl -linéaire 

ip' ui : Afy f —s- A^^-| tel que pour tout morphisme : — > hft on ait 
l'égalité : 

<PW1 = (tt)rt °^t|M/ (tt)^ 1 ■ 
Cela montre bien l'égalité de la proposition. ■ 

Remarque 8.4.7. — Attention ! Cette égalité ne se dérive pas en un 

isomorphisme de foncteurs : 

fiHom (A4 f ,A< f )~iïHorn (R^RM'om (A/^A^)) 

-"Xl^/R inf "*xJ nf /JÎ 

parce que le foncteur M.j f ~> 3fé'om m \ (A/JJ lf , A4;_ f )) ne transforme 

pas un @ x \ ^-module injectif en module acyclique pour le foncteur ? 
HoniR x , (R x i voir 18.4.91 et tout le sel de cette théorie est là. 

Cependant, ceci nous conduit à faire la conjecture d'annulation suivante. 

Conjecture 8.4.8. — Soitl{ n{ un@ x f ^-module à gauche spécial et 
injectif, alors le faisceau de Zariski J^fom^ (O^j IK > ^/nf ) es ^ ^cyclique 
pour le foncteur ? Hom^, (Kx f i ?) •' 



Vj>0, Exti xt fct,,*^t t (O x i /K ,ll s )) 

inf ln "^inf ^ K 



0. 
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La conjecture précédente entraîne l'isomorphisme canonique : 
RRom (O x t {/K ,Mt ni )^RRom {K x ^R3tfom (O x t JK , M^)) 

pour tout complexe spécial M\ n f. En particulier, cette conjecture fournirait 
éventuellement l'isomorphisme canonique : 

RRom^ /k ,s p (°xL/k, °xIjk) - HHom^,^ (K x ^,Sl x ^ /K ) 

montrant que la cohomologie infinitésimale du complexe de Rham du site 
infinitésimal Q x t ^ K fournit les bons nombres de Betti p-adiques et donne 
lieu à la suite spectrale Hodge-de Rham : 

H; nf (x,^ f/K )=^4+ j (x/K) 

dans le contexte de cette théorie, c'est dire l'importance de cette question. 

Nous allons indiquer quelques points positifs en direction de la conjecture 
précédente qui semble assez profonde selon les calculs que nous avons faits 
pour essayer de démontrer cette annulation. 

Remarques 8.4.9. - 1) Dans le cas d'une variété affine X, on peut 

montrer que la non nullité de H^ nl (X/K, O x \ j K ) entraîne la non 

nullité de Ext* t IK^ X \ /k)- Cela montre qu'un ob- 

-*xj /K lnf mf/ 

jet injectif de la catégorie (2$ x f / K , Sp)-Mod n'est pas en géné- 
ral un objet injectif de la catégorie @ x \ ^-Mod et la catégorie 
(■^Jft / K i Sp)-Mod n'est pas stable par extensions comme sous- 
catégorie de la catégorie 2$ x \ ^ K -Mod. 

2) On peut montrer que pour la droite affine X , l'espace : 
Ext^ xLf (K xL , R .//"//,,- ^ (O xLf/Kl O x f n{/K )) 

est nul, ce qui effectivement montre que le foncteur : 
Mit - Jtfom^ {O xl /K ,M\j 

ne transforme pas un 3r x \ ^-module à gauche injectif en objet 
acyclique pour le foncteur Homfl x , (R x j f , ?). 
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3) Plus généralement, on peut montrer que pour tout ouvert U de la 
droite affine, l'espace : 

Ext ^L f {Ku ^ ' R ^ om ®h /x ,s p (°uL/k> vL/kV 

= Ext^ (AV.t , R JPom^ (O^ /K , O v ï /K )) 

fournit le bon nombre de Betti ce qui donne un support crédible à 
la conjecture 18.4.81 

4) On peut montrer que pour tout ouvert U de la droite affine, on a : 

HUU/K,K uL ) = Ebrt^ JK uL ,K uL ) = 0. 

5) Tout ce qui précède montre tout l'intérêt, du passage de la caté- 
gorie 3>* x \ ,^-Mod à la catégorie (@ x \ / K ,Sp)-Mod. En fait tout 
notre problème pendant de longues années venait clairement de là. 
Mais comme toute idée féconde il faut plusieurs années d'efforts et 
d'expériences avant de tomber dessus. Nous avons maintenant une 
idée très claire de la situation et il ne fait aucun doute pour nous 
que c'est le bon point de vue de la théorie de de Rham p-adique qui 
nous conduira à la bonne théorie que nous cherchons. 

9. La catégorie Mod-(f^Lt / R >Sp) des Modules à droite 
spéciaux sur le site infinitésimal 

Pour définir le foncteur image directe et le foncteur de dualité pour les 
modules à gauche spéciaux, il nous faut comprendre la structure des mo- 
dules à droite spéciaux sur le site infinitésimal, qui a en soi-même un grand 
intérêt. 

9.1. La structure de 3r x ^ y y -module à droite du fibré des formes 
différentielles de degré maximum 

Rappelons d'abord que si X s /R s est un schéma lisse sur R s , le fais- 
ceau des formes différentielles lox s /r s de degré maximum est un S$x s /r s - 
module à droite. Si x\,...,x n est un système de coordonnées locales, 
cette action à droite est donnée par (ui)P := (fdx)P = l P(f)dx où 
*P ■■= E tt (-1) H A"«a si P = J2 a a Q A« ([EGA IV 4 ], §16). 

Soit = (X, 0,j;t /r) un schéma f-adique lisse sur R et soit Wj-t /r le 
fibré de rang 1 des formes différentielles séparées de degré maximum. 
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DÉFINITION 9.1.1. — On définit le faisceau % ?^- t , R (uj%-i / R ) comme le 
sous-faisceau du faisceau des endomorphismes £ndn(uj ^-t jr) dont la réduc- 
tion modulo I a est un opérateur différentiel de degré localement borné par 
une fonction linéaire en s. 

Proposition 9.1.2. — Si R est un anneau de valuation discrète com- 
plet V, il existe un anti-morphisme canonique de faisceaux d'algèbres : 

9 xyv -> ^l-t/y( w .rt/v) 

qui munit le faisceau lû%-\ /y d'une structure de ,y-module à droite et 
qui est un isomorphisme. 

Démonstration. Soient P et lu un opérateur différentiel et une forme 
différentielle séparée de degré maximum sur un ouvert U muni d'un re- 
couvrement par des ouverts U au-dessus desquels le faisceau des 1-formes 
différentielles séparées est trivial. Si Xi,...,x n sont des fonctions sur U 
dont les différentielles forment une base du module des formes différen- 
tielles séparées, en vertu du théorème 12.4.21 l'opérateur P admet sur U un 
développement ^ a a a A" et en vertu du théorème ([Mes]. Coro. 4.2.2), 
la série *P := J2 a (~ l)' Q 'A"a Q es t un opérateur différentiel sur U. Si 
lu = fdx\ . . . dx n on pose : 

(lu)P:= t P(f)dx 1 ...dx n . 

Cela définit une action à droite qui ne dépend pas des coordonnées parce 
qu'il est en ainsi modulo m s pour tout s ^ 1. Cette action se globalise et 
définit une structure de â^-t /y-module à droite sur le faisceau ùJ%-t /y. La 
démonstration du théorème du symbole total 12.4.21 [M-N3] montre locale- 
ment que les sections du faisceau 1 R (u /v) sont de cette forme là et 
le morphisme de la proposition est donc un isomorphisme. ■ 

Un morphisme : — > U) du site X^ n{ induit par image inverse un 
morphisme de Jff'omii(r~ 1 LU U i /y , uj w y v ) par : 

(tt) r t : r*(fd(h) A • • • A d(f n )) := r*fd{r*h) A • • • A d(r*f n )). 

Théorème 9.1.3. — Soit W un relèvement d'un ouvert affine, alors 
l'action géométrique (j)) s d'un élément g du groupe Q u \ sur OJuVV se fait 
à travers l'opérateur différentiel g -1 autrement dit : 

(tt) a (w) = (u)g- 1 

où lu est une section du faisceau lu u \ /y. 



TOPOS INFINITÉSIMAL p-ADIQUE 



95 



Démonstration. La question est locale. Soit x = (xi, . . . , x n ) un système 
de coordonnées locales au-dessus d'un ouvert affine d'algèbre A* et f(x)dx 
une forme différentielle, il faut montrer que : 

g(f)dg(x 1 )...dg(x n )= Y\î)dx = Y 1 (\)g{f)dx. 

En vertu du corollaire 15.0.81 l'application : 

g i y ô{g) := (ô^g), . . . , S n (g)), ô^g) := {g- l)( Xi ) 

est une bijection entre le groupe et (mA ! ) n . 

Lemme 9.1.4. — Soit g un élément du groupe G^t aiors g est égal au 
produit g n . . . gi d'éléments du groupe tels que ôi(gj) = si i ^ j. 

Démonstration. L'application : 

(Ol,..., <!„) 0(ai,...,a n ) := E 

agN" 

est l'inverse de l'application ô. Posons g\ := (0(—g- 1 (s 1 (g)) t o,...,o)) alors 
9 = g9Î l 9i et ôiiggî 1 ) := ôi(g) + gS^ 1 ) = 0. On a ô^gg^ 1 ) = et 
Si(gi) = si i ^ 1. De proche en proche on construit la suite g\, . . . , g n qui 
a la propriété du lemme. □ 

En vertu du lemme, pour démontrer le théorème on peut supposer que 

.9 := 9i = E Q 6N a ? A ?> de sorte q ue S i(9) = si j j£ i, et Si(g) = a,. 
Pour simplifier les notations, posons aussi a := eij, et A := Ai. La fonction 
a appartient par définition à l'idéal engendré par m et il s'agit d'établir 
l'égalité : 

V 1 (l) = (l + A(a)). 
Mais .g- 1 =E fe (-l) fc (.9-l) fc et 

Y 1 = i + E(-!) fc ( -9 - !) fe = £(-i) fc (£(-i) a A a a a )*, 

fc>0 k a 

de sorte que l'on est ramené à montrer l'égalité : 

£(-i) fc (£(-irA«a«) fc (i) = A( a ), 

qu'il suffit de montrer modulo m s+1 pour tout s ^ 1, soit : 

-A(o)+ £ (-l) fc ( £ (-irA%") fe (l)^0. 

En raisonnant par récurrence sur s, en appliquant l'opérateur différentiel 
_ Ei<a<s(~l) a ^ aflQ a l a relation modulo m s+1 , on trouve la relation 
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modulo m s+2 , en tenant compte de l'égalité : 

£ (-l) a A a a a ) (Ao) = Y, (-l)"A a (a Q ) 

qui résulte de l'identité : 

A a (a a A{a)) = A a+1 (a a+1 ) 

puisque l'algèbre se plonge dans l'algèbre A^ K et qu'on peut intégrer 
dans cette dernière algèbre. ■ 

COROLLAIRE 9.1.5. — Soient xi, . . . ,x n des coordonnées locales sur un 
ouvert U affine d'algèbre A' . Alors, l'application g i-> Log(det(Aj (g(xi))ij)) 
est un cocycle de G^t à valeurs dans A K , qui n'est pas un cobord. 

Démonstration. En effet. t g~ 1 (l) = det(Aj(g(xi))ij) en vertu du théo- 
rème précédent, et l'application g H> Log( t <7~ 1 (l)) est un cocycle qui n'est 
pas un cobord en vertu du lemme 18.3.31 ■ 



9.2. Le module de transfert â^t<-yvt/v P our une immersion 

ouverte 



À cause de l'isomorphisme de la proposition 19.1.21 nous ne considérons 

>t 



que le cas du couple (V, m) pour définir le module de transfert a 



DÉFINITION 9.2.1. — Soit rt : -> W un morphisme du site X( ni . 
On définit le module de transfert ^/t-s-wt/v comme ^ e module des mor- 
phismes V-linéaires r~ x u u -\ iy — > wyyt /v dont la réduction modulo m s est 
un opérateur différentiel construit sur r* d'ordre localement borné par une 
fonction linéaire en s. 

Proposition 9.2.2. — Le module de transfert ^ t< _ wt , v ne dépend 
pas du relèvement r* , et est un (r -1 £^ t , v , &^y v )-bimodule engendré par 
toute section globale du faisceau 6yvt->wt. 

Démonstration. La démonstration est la même que celle du cas des mo- 
dules à gauche 16.1.21 ■ 
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9.3. La catégorie des l 2r x \ ^-modules à droite spéciaux 

Mod-(^t nf/F ,Sp) 



En vertu de la proposition précédente, le module de transfert ^tf-wt/v 
est défini pour tout couple (W\W) avec r : W c -ï U . Par construction, on 
a un plongement canonique Gwt^w ^ ^t/t<_yvt/y e ^ donc un morphisme 
canonique V[Ç w t^ u t] -> ^tt-wt/v 

Définition 9.3.1. — Soit X un V-schéma lisse. Un f^tt /, .-module 

A inf/ V 

à droite spécial M-l nf sur le site X? ni est la donnée, pour tout ouvert W 
du site X? nf , d'un &^y v -module à droite M^jî, et la donnée, pour tout 
couple d'objets (W^U^) du site X^ n{ , avec r : W M> U, d'un morphisme 
de Si^y^y-modules à droite : 

En outre, ces données doivent satisfaire les conditions : 

1) pour un couple (U^\W,U^), avec r : W » U, on a = 

\ W et le morphisme (o) coïncide avec le morphisme canonique, 

2) pour un triplet (W't, W\W), avec r' : W ^ W et r : W ^ U, le 
diagramme suivant est commutatif : 

r' l (r 1 Af w ® ^t«-wt/v) ® ^Wt-i-wt/v > r> 1 -^vvt ® ^Wt<-w't/v 

vvt/v W' /V 



(ror>) l ^ W ® {roH) -^ w/v ^ W ^ iyv > A^, t . 

Toutes les propriétés de la catégorie des modules spéciaux à gauche se 
transposent à la catégorie des modules à droite spéciaux Mod-(^j s - 1 i v , Sp) 
avec les mêmes arguments. En particulier, les morphismes de restriction 
(o) sont des isomorphismes et le module w^t j v des formes différentielles 
séparées de degré maximum sur X^ ni est un ^-module à droite spécial 
en vertu de la proposition 19.1.21 

Cependant, il y a un différence saillante dans l'action du groupe Gxï f - 
Considérons le morphisme Inv : V[Guî] ~> ^uyv 1 m env °i e un élément g 
du groupe sur l'opérateur différentiel .g -1 . 
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Proposition 9.3.2. — Supposons que X est lisse sur k, alors pour un 
2> x \ ^ v -module à droite Af^ ni spécial et pour tout relèvement W d'un ou- 
vert affine U , l'action du groupe sur A/^ t se fait à travers le morphisme 
Inv. 

Démonstration. C'est une conséquence directe du théorème 19.1.31 ■ 

Corollaire 9.3.3. — Soient Af^ nS un ^-module à droite spécial 
et M.\ n{ un & x f ^-module à gauche spécial. Alors, le produit tensoriel 
■^ilf ®®t -M-,„ ( est un faisceau de Zariski sur X de V-modules. 

Démonstration. En effet, l'action de groupe g(n ® m) :~ gn ® gm = 
ng~ l ® gm = n® g~ l gm = n®m est triviale, et l'on applique le théorème 
IdXTI ■ 



10. Le foncteur image inverse dans la catégorie 

D-((^ Sp)-Mod) 

inf ' 

Pour un morphisme / de schémas lisses sur k, on peut, bien sûr, définir 
avec Grothendieck un morphisme de topos entre les topos associés aux sites 
infinitésimaux j-adiques des schémas. Mais, le paragraphe 8 montre que ce 
sont des opérations insuffisantes et pathologiques, tout au moins pour la 
théorie de de Rham. 

Aussi, nous allons développer les opérateurs cohomologiques pour les 
catégories des modules spéciaux sur les sites infinitésimaux, et nous allons 
voir que ce sont les bonnes opérations fournissant à terme la bonne théorie 
que nous cherchons. 

Le lecteur prendra garde tout de suite que les foncteurs cohomologiques 
que nous définissons ne se prolongent pas à la catégorie de tous les 
modules sur le site. Cela indique que l'on ne pouvait espérer, sans la notion 
essentielle de module spécial, développer les opérations cohomologiques 
pour la cohomologie de de Rham p-adique, ni obtenir en particulier la 
fonctorialité de cette cohomologie et l'expression cohomologique p-adique 
de la fonction Zêta d'une variété algébrique lisse sur un corps fini. 

Nous rappelons que l'on suppose le schéma X lisse sur R\. 
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10.1. La catégorie {^ x \ / R , Sp)-Mod a suffisamment d'objets plats 

Nous allons d'abord montrer que la catégorie des modules spéciaux a 
suffisamment d'objets plats, ce qui nous permettra de définir le foncteur 
image inverse. 

Lemme 10.1.1. — Soient W un ouvert du site X? nt et Vu\ un ^ t /_R~ 
module à gauche plat. Le prolongement Put\{Pw) es ^ un @ x i / R - m °dule 
à gauche spécial, et plat comme objet de la catégorie {$ x \ j R , Sp)-Mod. 

Démonstration. Si est un ouvert, notons r : U H W W, r' : 
U n W >• U les inclusions canoniques. Par définition : 

Mais ^ ]WnU ^ w/R ®T>-ial iR r '~ 1V uï est un ^^^-moàvle à 
gauche plat, ce qui entraîne que r\ (^yv'^wnu^rW /R ® r '- 1 9>' < . 

r'- x V w ) est 

aussi un ^Jy t , fl -module à gauche plat et donc PwX'Pw) est plat comme 
objet de la catégorie (â^-t / R j Sp)-Mod. ■ 

Théorème 10.1.2. — La catégorie (@ x t , H ,Sp)-Mod a suffisamment 
d'objets plats. 

Démonstration. Soit M\ ni un 3i' x \ ^-module à gauche spécial. Pour 

chaque ouvert tfi de X^ nf , soit P u i —ï -M^ t — > une surjection d'un 
module plat. Alors : 

est une surjection d'un @' x \ ^-module à gauche spécial et plat. Si main- 
tenant {Uj,i G /} est une famille d'ouverts du site tels que {Ui,i G /} est 
un recouvrement de X, le morphisme somme, composé des surjections : 

est une surjection d'un @ x \ y^-module à gauche spécial, plat comme objet 
de la catégorie {@ x \ , R , Sp)-Mod. ■ 
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On pourra donc dériver à gauche dans la catégorie (^ tf/y ,Sp)-Mod le 
foncteur produit tensoriel, et on note : 

inf ' 

le foncteur dérivé. 

Les raisonnements que nous avons faits pour les modules à gauche spé- 
ciaux peuvent se faire pour les modules à droite spéciaux et on pourra donc 
dériver à gauche le foncteur produit tensoriel dans la catégorie des modules 
à droite spéciaux. 

10.2. Le module de transfert S^t^f/t/i? P our une immersion 

fermée 

Soit /t : (Y, Ogrt i R ) — > (X, O o};\ / R ) un morphisme de schémas f-adiques 
sur R. Pour tout s ^ 1, la réduction modulo I s est un morphisme de R s - 
schémas Y s —> X s . Le module de transfert &y s ^x s /r s es t défini comme 
l'image inverse : 

Il s'agit du faisceau des opérateurs différentiels i? s -linéaires de / s _1 C.y s /_r 3 
dans Ys/Rs , noté 9iff Ra (f^ x s /R s ,0 Ys/Rs ) dans ([EGA IV 4 ], §16)* 
C'est de façon naturelle un sous-bimodule filtré du {@y s /r s i / s _1 ^x,/_r s ) _ 
bimodule : 

Jfom R .(fr l O x , /Rm ,0 Ya /R a ). 

DÉFINITION 10.2.1. — Le module de transfert ^^t—j-^rt/K' > cons * rUJ * 
sur le morphisme f\ est le sous-bimodule du (f^t / R , / _1 £Ff;-t / R )-bimodule 
Jfom R (f~ 1 (D%;i / R , 0<jj/\ / R ) des R-homomorphismes P dont la réduction 
modulo I a est un élément de &y s ^x s /r s de degré localement borné par 
une fonction linéaire en s. 

Nous démontrons d'abord l'indépendance locale du module de transfert 
relativement aux relèvements du morphisme. 

Théorème 10.2.2. — Soiti : Y — > X une immersion fermée de schémas 
affines lisses sur Ri. Soient et des relèvements plats sur R, et soit 
v : — > un relèvement de l'immersion. Alors, le module de transfert 
i?i t ,.,,„ ne dépend pas du relèvement choisi. 
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Démonstration. Une section P du module de transfert construit sur i T 
est. par construction, une section du faisceau Jf?orriR(i~ 1 Oy-i /r, ®w\Ir)- 
Soit i\ un autre relèvement de i. Comme le relèvement est plat, il 
existe un morphisme d'algèbres g de Q t %-\ ir tel que l'on a la factorisa- 
tion i* = i* o g. En vertu du théorème 15.0.41 g est un opérateur diffé- 
rentiel et sa réduction g s modulo m s est un opérateur différentiel d'ordre 
s — 1. Pour tout s ^ 1, la réduction P s modulo m s est par définition un 
opérateur différentiel de 2> Ys ^x s /r b ■= Ys /r 3 ®f~ 1 o Xa/Rs f7 X @x B /R B , 
d'ordre localement borné par une fonction linéaire en s. Mais le module 
Oy s /R s <Z)f-i C i x R f s ~ 1 ^x ! ,/R 3 es t un ^x a /R, -module à droite engendré 
par i*. Autrement dit, P admet la factorisation : 

où Q a est un opérateur différentiel de S>x s /r s d'ordre borné par une fonc- 
tion linéaire en s. Mais i* = i\ s o g s et P s admet aussi la factorisation 
P s = il s ° g.s ° Qs- Comme g s o Q s est un opérateur différentiel d'ordre 
localement borné par une fonction linéaire en s, cela montre que P est une 
section du module de transfert construit sur i\. ■ 

Théorème 10.2.3. — Sous les conditions précédentes, le module de 
transfert ^^-t->^rt/y es ^ un ^3>/+/ y-module à droite engendré par un 
relèvement i* . En particulier, c'est un i~ 1 ^-module de type fini. 

Démonstration. Il faut montrer que le morphisme : 

défini par la composition avec i* est surjectif. La question est donc locale. 
Soit U un ouvert affine de X d'algèbre AT munie d'un système de coor- 
données x±, . . . , x n tel que les différentielles dx±, . . . , dx n forment une base 
du module des formes différentielles séparées, soit l'algèbre de l'ouvert 
affine U n Y de Y, et soit i* : — » _B T le morphisme surjectif d'algèbres 
induit par î t . Pour P : — > P>\ section globale au-dessus de U du faisceau 
•^Jyt-). rt/y ' définissons les éléments b a de l'algèbre £?t par la formule : 

Pour tout élément a de l'algèbre A\ considérons la série 

<Xa) :=]TM*(A^a)), 
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qui converge formellement. Par hypothèse, P(a) est égal à 4>{a) modulo m 3 
pout tout s ^ 1 et donc : 

P(a) = 0(o). 

Soit (V[Yi, . . . , Y m ])î — > A* une présentation de l'algèbre A'. En com- 
posant avec le morphisme d'algèbres i* , on trouve une présentation de 
l'algèbre _BL En vertu du théorème de ([M-N3], Thm. 2.4.8), les topologies 
quotient sur les espaces A' K , B' K sont séparées, ce sont donc des topologies 
CJ-, limite inductive dénombrable séparée d'espaces métriques complets. Le 
théorème du graphe fermé de Grothendieck pour les espaces vectoriels to- 
pologiques de type limite inductive dénombrable d'espaces métriques com- 
plets sur un corps valué complet (cf. [M-N3], Thm. 3.0.8) montre que le 
morphisme induit : 

est continu pour les topologies de type CJ- et le théorème de factori- 
sation de Grothendieck pour les espaces vectoriels topologiques de type 
limite inductive dénombrable d'espaces métriques complets sur un corps 
valué complet (cf. [M-N3], Thm. 3.0.9) montre que les fonctions b a ap- 
partiennent à un cran B^ p , image par la présentation induite du module 
(V(Yi, . . . , Y m )) p des séries qui convergent dans un domaine \Yi\ ^ p, avec 
p > 1, pour une valeur absolue | — | de K. Considérons la division dans 
l'algèbre (V[Y 1} Y m ])i par une base de division J ([M-N 3 ], Thm. 2.3.4) 
de l'idéal N, noyau du morphisme d'algèbres (V[ïi, . . . ,1^])' — > . La 
rétraction reste de la division Retrj : B^ — > (V(Yi, . . . , Y m )) p /, avec p' ^ p, 
permet de définir les éléments a a de l'algèbre A , comme les images des 
Retrj(6 Q ) par la présentation (V(Yi, . . . , Y m )) p i — > A pl . Le raisonnement, 
dans l'article [M-N3], de la démonstration du théorème du symbole total 
12.4.21 montre qu'il existe deux constantes Ci>0et0<A<l telles que : 

\\K\\ P < CiA w , 



pour un nombre p > 1 assez près de 1, où || — \\ p est la norme quotient 
de la norme en p de l'algèbre (V(Yi, . . . , Y m )) p . En vertu de la majoration 
du reste du corollaire ([M-N3], Coro. 2.3.5), il existe une constante C2 > 
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telle que : 

\\Retrj(b a )\\ p ^C 2 X^, 
pour p > 1 assez près de 1 et donc : 

pour p > 1 assez près de 1 . En vertu du théorème 12.4.21 la série : 

P(x,A) :=J> a A£ 

a 

opère sur l'algèbre et définit un opérateur différentiel. Autrement dit, 
l'opérateur : 

P : A f -S- £ f 

admet une factorisation : 

où P est un opérateur différentiel de AL D'où le théorème 110.2.31 ■ 
La même démonstration montre : 

Théorème 10.2.4. — Soit un entier h ^ 0. Sous les conditions précé- 
dentes, le module de transfert ^?t-> srt/y es * un i 1 y y-module à droite 
engendré par un relèvement i* . En particulier, c'est un i~ l *2)Xp^ ^-module 
de type fini. 

Remarque 10.2.5. — Dans le cas d'un anneau de valuation discrète com- 
plet, la factorisation de P s du théorème 110.2.21 est localement uniforme en 
s et provient d'une factorisation de P. En fait, le théorème précédent qui 
est un théorème de finitude algébro-topologique remarquable, a des consé- 
quences importantes pour le calcul de l'image inverse, en particulier pour 
les fibrés p-adiques 110.5.91 Par ailleurs, cette propriété de finitude jouera 
un rôle essentiel dans la suite de cet article. 

Lemme 10.2.6. — Soit i : Y — > X une immersion fermée de schémas 
affines lisses sur k. Soient et des relèvements plats sur V, et v un 
relèvement de i d'idéal d'augmentation Xay\ /y. Alors, on a une suite exacte 
de i^ 1 3> x y v -modules à droite : 

-y X mi y ®(-i 0jr/v i'^l-yy -> i~ X @%y v ^ ^t^rt/y -> , 
où le dernier morphisme est défini par le générateur i* . 
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Démonstration. La question est locale. Soit U un ouvert affine de X d'al- 
gèbre f-adique , munie d'éléments z\ 1 . . . , zi tels que leur différentielles 
forment une base du module des formes différentielles séparées. L'ouvert 
W = U n Y est un ouvert affine d'algèbre £?L Si P est un opérateur 
différentiel au-dessus de U, il admet en vertu du théorème 12.4.21 un déve- 
loppement P = J2 a o-a^z, où a a est une suite d'éléments de A* . Si i* o P 
est nul dans ^/yt-^wt/yj nécessairement i*(a a ) est nul dans pour tout 
a. Soit (V"[Yî, . . . , l^ n ])î — > A^ une présentation de l'algèbre A\ et soit 
(V[Yi, . . . , Y m ])t — > la présentation de B^ induite, dont on notera N 
le noyau. En vertu du théorème I2.4.2| les fonctions a a se relèvent en de 
fonctions â a définies dans un même domaine. On peut effectuer la division 
des éléments â a par une base de division de l'idéal N ([M-N3], Thm. 2.3.4). 
Le reste de cette division est nul, et le théorème de continuité de la division 
([M-N3], Thm. 2.3.4) montre que les quotients de cette division sont définis 
dans un même domaine, dont les normes admettent de majorations par des 
constantes du type CA'"'. Cela montre que le noyau du morphisme défini 
par i* est l'idéal à droite de /y engendré par X^t/y- Pour terminer, 

le morphisme naturel X^t /y ®O r , /v ®&\/y ~> ^T+/V^<rt/y es ^ un 1S0 ~ 
morphisme parce que l'extension 0%\ /y — > ^\-y v est plate ([Mes], Coro. 
6.1.2). D'où le lemme. ■ 

Remarque 10.2.7. — Le lemme précédent dit que le morphisme défini 
par induit un isomorphisme : 

-> Oyt/v Si-iOsyv rl ^t/y $ ^t^,rt/y -> 
de i _1 ^^, t 1 ^-modules à droite. Autrement dit, de façon tout à fait remar- 
quable, si on oublie un instant la structure de ^-module à gauche, 
l'image inverse pour une immersion fermée coïncide avec l'image inverse en 
tant que O^t /y-module, ce qui est très utile, en particulier, pour étudier 
l'image inverse des fibrés p-adiques. 

Définition 10.2.8. — Si i : Y — >• X est une immersion fermée de 
schémas lisses sur R\ admettant des relèvements ^ et plats sur R, 
on définit le module de transfert ^^_^xUr comme ^ e sous-bimodule du 
fâ&t/iv î_1 ^jrî /n)-bimodule ,^om R {i~ x O ' %\ / R ,0 ? y\ / R ) des homomor- 
phismes qui sont localement des homomorphismes de transfert pour un 
relèvement local de i. 

En vertu du théorème 15.0.61 le module de transfert R[G&i->%-t] est alors 
un sous iî-module du module de transfert -^Lt-s. j> t //?■ 
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COROLLAIRE 10.2.9. — Sous les conditions de la définition précédente, 
le module de transfert ^^~t->#"t/y es ^ un ^se\ /y-module à droite en 
gendré localement par un relèvement local de i. 



On définit alors le foncteur image inverse. 

Définition 10.2.10. — Si i : Y — > X est une immersion fermée de 

schémas lisses sur R\ admettant des relèvements et JT^ plats sur R, 

on définit le foncteur image inverse : 
■*,o 

et le foncteur image inverse : % xi l R 



D ~((®ly R )>Mod — > D-((^ /fl -Mod)), 



L 



Ainsi, pour éviter toute confusion, le foncteur i*^ opère sur la catégo- 
rie des ,^-modules alors que le foncteur i* dm opère sur la catégorie 

des complexes de .^-modules. Le foncteur image inverse i^ is est, par 
construction, un foncteur exact de catégories triangulées, de la catégorie 
D _ ((^^- t , fl -Mod)) vers la catégorie D~((f^ t , R )-Mod), et en vertu de 
l'équivalence fondamentale 16.2.111 il définit aussi un foncteur exact de ca- 
tégories triangulées de la catégorie D~ (Jj$ x \ i R , Sp)-Mod) vers la catégorie 

D"((^t f/JÎ ,Sp)-Mod). 



10.3. Le foncteur image inverse dans la catégorie 
£) - ((â^-t Sp)-Mod) pour une immersion 

Soit i : Y — > X une immersion fermée de schémas lisses sur R\. On se 
propose de définir le foncteur image inverse : 

i*^ : D-((^t nf/iî ,Sp)-Mod) -> D-((^ /fl)Sp )-Mod). 

Soit {Xj, j G J} un recouvrement de X par des ouverts affines et soit 
{Yj,j G J} le recouvrement par des ouverts affines de Y induit sur Y. 
Soient Sty et des relèvements plats de Xj et de Yj pour j G J, et soit 
M\ nf un &>^f ^-module à gauche spécial et A4.\ : . sa restriction à 3£j. 
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L'inclusion ij : Y a — » Xa définit le module de transfert Sr t t , et on 

3 3 3 grj-tXj/R 

pose : 

qui est alors un ^-module à gauche. 

PROPOSITION 10.3.1. — Les modules A/"J t admettent des isomorphis- 

3 

mes canoniques de recollement qui satisfont aux conditions de cocycle et 
définissent un f^Çt ^-module à gauche spécial Af^ qui ne dépend pas du 

recouvrement {Xj, G J} et qui dépend fonctoriellement de A4- mf . 

Démonstration. En vertu de l'équivalence de catégories fondamentale 
16. 2. 11( les prolongements P^t(A/l. ) des modules NL. définissent des mo- 
dules spéciaux sur les sites de Yj. Ces modules sont munis d'isomorphismes 
de recollement sur les intersections qui proviennent des isomorphismes de 
recollement des restriction de M} n{ qui satisfont aux conditions de cocycles 
et définissent un module donné localement. En vertu du théorème de recol- 
lement 14.2.81 on obtient un module spécial Af^ n{ sur le site de Y qui dépend 
fonctoriellement de A4\ n{ . Il est facile de voir que M^ n{ ne dépend pas du 
recouvrement G J}. ■ 

Remarque 10.3.2. — Les modules m ne son t P as canonique- 

ment isomorphes et on ne peut pas induire le faisceau non spécial 
^xï /r comme ^y.t ^-module à gauche. 

Définition 10.3.3. - 1) Si i : Y — > X est une immersion fermée, 

on définit l'image inverse : 

2) Si i est une immersion ouverte, on définit le fondeur image inverse 
i^iff comme le fondeur de restriction naturel qui est un fondeur 
exact. 

3) Si i est une immersion localement fermée, on définit le fondeur 
image inverse i^jg par factorisation en une immersion fermée suivie 
d'une immersion ouverte. Ce fondeur ne dépend pas de la factori- 
sation choisie. 
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Dans le cas d'une immersion, on obtient un foncteur exact à droite : 

i* d f s : (®xL/R> S P)" Mod Sp)-Mod. 

Comme la catégorie des modules spéciaux a suffisamment d'objets plats, ce 

foncteur se dérive à gauche en un foncteur exact de catégories triangulées : 

i* dis := : D-((^ xL/R , Sp)-Mod) D~{{S^ /R , Sp)-Mod). 

Proposition 10.3.4. — Supposons que R est un anneau de valuation 
discrète complet V , et soit i : Y — > X une immersion fermée de schémas 
lisses sur le corps résiduel k. Alors, la dimension cohomologique du foncteur 
image inverse i diS est localement bornée par codinix^- 

Démonstration. La question est locale. On peut supposer que X est 
affine. Soient ^ et des relèvements plats sur V. Il suffit de montrer que 
le module de transfert ^rt-^t/v admet une résolution par des ^\-t / v ~ 
modules à droite localement libres de type fini de longueur bornée par 
codimx^. Si est un relèvement local de l'immersion, on a en vertu du 
lemme [ÏQ.2.6l un isomorphisme canonique de i _1 i^. t , ^-modules à droite : 

-». CV V v ®i-^o xuv i'^jn/v ^ ®U^xyv °- 
En vertu de l'équivalence entre la catégorie des faisceaux de O^t /y- 
modules cohérents et la catégorie T(X,G%-y v )-modules de type fini, le 
faisceau Oay\ /y admet une résolution finie par des G %\ /y-modules locale- 
ment libres de rang fini £*, de longueur bornée par codimx^- Le complexe : 

est alors une résolution de IV P ar des *~ 1 ^^;'t/v'" moc ^ u l es à droite 

localement libres de type fini. ■ 



10.4. Le foncteur image inverse dans la catégorie 
D~((3> x ï j R , Sp)-Mod) pour une projection 

Soit p : Y Xflj X — > X la projection de schémas lisses sur R\ sur le 
second facteur. On se propose de définir le foncteur image inverse : 

p* diB : D-((^t nf/fl ,Sp)-Mod) -> D-((^ (Yx ^ x)L/R ,Sp)-Mod). 

Si Y et X admettent des relèvements plats ^ et 3£\ leur produit fi- 
bré xr existe et est un relèvement plat du produit Y X, 



108 



ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT 



muni d'une projection sur ([A-M2]). On définit le module de transfert 
Wïy.jiSC's^SC't IR ^ l' a ide de cette projection. 

Si Y et X sont affines, on peut considérer des relèvements plats et 
et si Ail nl est un S^i ^-module à gauche spécial il provient canoni- 

quement d'un S\^^ ,^-module M.$ \. On définit alors : 

qui est un Si,* „ > t -module et qui donne naissance à un SI , + , - 

SyiXH^Îi - 1 (YxX)' iae /R 

module spécial qui est, par définition, l'image inverse Pdlff-^inf de ■M.l n f 

Dans le cas général, soient {Yj,j G J} et {Xk, k £ 1} des recouvrements 
de Y et de X par des ouverts affines, soit M[ ni un S x î y fl -module spécial, 

A4; nf k sa restriction à Xk et A/";| lf ^ fc son image inverse par la projection 
Yj x R t Xk —> Xk- Les modules J\f? n{ - k , avec j,k G J X I, admettent des 
isomorphismes de recollement qui satisfont à la condition de cocycle. En 

vertu du théorème 16.2.201 ils définissent un S] t -module spécial 

[y x /£, -2c)j nf / -R 

A/j^f qui ne dépend pas des recouvrements et dépend fonctoriellement de 
MU- C'est 

Pdiff-^Lf- P ar définition. 

Définition 10.4.1. — Sous les conditions ci-dessus, on définit l'image 
inverse par : 

On obtient ainsi un foncteur exact à droite 

Pdiff : Sp)-Mod -> (^ ( V xX) t rf/iî . Sp)-Mod, 

qui se dérive en un foncteur exact de catégories triangulées : 

Pdiff ■ J D-((^ i t if/i? ,Sp)-Mod)^^-((^ ( t yxX)L/iî ,Sp)-Mod). 

Théorème 10.4.2. — Supposons que R est un anneau de valuation 
discrète complet V. Soit p : Y x k X —> X la projection de schémas affines 
lisses sur le corps résiduel k, et soient et des relèvements plats sur 
V. Alors, le module de transfert ^txvjt^rt/y es * un P 1 S^- t -module 
plat. 

Démonstration. La question est locale sur YxkX. Soit U un ouvert affine 
voisinage d'un point de Y XkX, d'algèbre B>. Nous pouvons supposer que 
la projection de U est contenue dans un ouvert affine W d'algèbre A' au- 
dessus duquel il existe des éléments x\ , . . . , x n de À* dont les différentielles 
forment une base du module des formes différentielles séparées. Notons 
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u le morphisme d'algèbres B' induit par la projection. Soit P un 

opérateur différentiel de — > B\ nous posons : 

6 « : = E Qu{{-xf)p{ x ^). 

Les éléments b a sont des éléments bien définis de l'algèbre . Le raison- 
nement de la démonstration du théorème 12.4.21 montre que la série : 

a 

est un élément de l'algèbre (B^[£i, . . . , £ ra ])L Quitte à diminuer l'ouvert U, 
on peut supposer que les différentielles des fonctions x±, . . . ,x n font partie 
d'une base du module des formes différentielles séparées au-dessus de U, 
de sorte que les opérateurs A" opèrent sur les éléments de l'algèbre B' 
et l'opérateur J2 a b a &% opère, en vertu du théorème 12.4.21 sur l'algèbre 
£?t. On trouve, sous les conditions précédentes, que le module de transfert 
^wt-j-wt/y défini en I10.2.T1 est un sous-faisceau d'anneaux du faisceau 
^W/v e ^ on P eu ^ considérer la filtration ^^t!_ > wt/v' P ar ^ es échelons qui 
est en fait la filtration induite par la filtration de j V - La démonstration 

du théorème 17.1.61 dans [Me^] montre que l'anneau T(U, ^Yt->vvt /v) es ^ 
noethérien. 

Soit N un idéal à gauche de type fini de T(W, @^, v ). Il faut montrer 
que le morphisme : 

r(u } !@h_^ w y v ) ® T (w^ wt/v ) N -> r(u, @h_+ w y v ) 

est injectif. Soient Pi, . . . , Pi un système de générateurs de N et ^ i QiPi = 
une relation dans T(U, ^^t_>yvt/y)- P° ur h ^ assez grand, c'est une re- 
lation dans r({7, ^f^t/y) et la platitude de l'extension r(W, ,y) — > 
r(J7, ^'^yyt /y) entraîne la platitude de l'extension T(W, 3>^ f —> 
T(U, ^t-ywt/v)' ^ a réduction modulo m s de l'extension r(W, ^J^ t — > 
r({7, ^t^yyt/y) est pl ate ; P arœ que le morphisme C/ — > W est lisse. On 
est dans les conditions d'application du critère local de platitude 12.0.31 : 
les anneaux d'opérateurs différentiels T(W, i v ) et T(U, ®ut'^ w t/y) 
sont noethériens et l'idéal m est contenu dans le radical de l'anneau 
^(U, ®ïï\ wf/v ) ([Me 3 ], Thm. 4.1.1). ■ 
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Corollaire 10.4.3. — Supposons que R est un anneau de valuation 
discrète complet V. Le fondeur image inverse 

Pdiff : Kt if /v S P)" Mod ^(VxX)L/V Sp) " M ° d 

est exact. 

Démonstration. En effet, la question étant locale, c'est donc une consé- 
quence du théorème précédent. ■ 



10.5. Le foncteur image inverse dans le cas général 

Un morphisme de schémas lisses sur k se factorise en une immersion 
suivie d'une projection. On peut définir le morphisme image inverse par 
composition, mais il nous faut montrer que l'image inverse par une projec- 
tion transforme un module plat en un module acyclique pour le foncteur 
image inverse par l'immersion, pour que le foncteur image inverse soit in- 
dépendant de la factorisation. Nous notons, pour simplifier, Z := Y Xk X 
et le produit fibré ty* Xy . Si / : Y — > X est un morphisme, notons 
/ := poif, oùif est l'immersion graphe et où p est la projection de Y x^X 
sur X. 

Théorème 10.5.1. — Soit f : Y — > X un morphisme de schémas affines 
lisses sur le corps résiduel k et soient et des relèvements plats. Alors, 
le morphisme canonique : 



^Lt_>zt iv ® if 1 ^it- 



I ZT/V / ZT /V 

est un isomorphisme. De plus, il existe un isomorphisme : 

pour tout relèvement de f sur lequel est construit le module de transfert 

Démonstration. Soit i% : ij Ozt/y ~> ®W\ /v un relèvement du mor- 
phisme graphe de /. En vertu du lemme [10.2.61 le relèvement i*j définit un 
isomorphisme de iFjj t ^-modules à droite : 

En vertu de l'équivalence entre la catégorie des faisceaux de O z t /y-modules 
cohérents et la catégorie T(Z, O^t /y)-modules de type fini, le faisceau 
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Ocy\ /y admet une résolution finie par des ij 1 Ozi /y-modules localement 
libres de rang fini £*, et le complexe : 



1 o zl/v L f -^zyv 



est une résolution de ^^t->zt/y P ar ^ es ^zt /^-modules à droite locale- 
ment libres de type fini, en vertu de la platitude évoquée dans la remarque 

17.1.71 Le complexe ^-t_>..zt/y ^ï" 1 ® 1 V^zt-^'t/y se représente donc 
par le complexe : 



-IC3,\ 



et il s'agit de montrer que ce complexe n'a de la cohomologie qu'au dernier 
cran. La question est locale sur Y x X et l'on peut remplacer le produit 
par un ouvert affine U où le module des formes différentielles séparées est 
libre. Dans ce cas, nous avons vu que ^yt-^t/y es ^ un f a i scea u d'anneaux 
d'opérateurs différentiels relatifs filtré par ^/t-^t/y e ^ on es * ramené 
à montrer la même assertion pour ce dernier faisceau. On obtient un com- 
plexe de ij 1 ^^^^.^ , v -modules à droite, dont les termes sont sans torsion 

sur m. Le faisceau ^'t-^t/y étant acyclique au-dessus d'un ouvert affine 
assez petit ([Mes], Thm. 3.2.3), on est réduit à la même assertion pour les 
sections globales. Mais la cohomologie est de type fini, parce que l'anneau 
des sections globales du faisceau ^'t^^t/y au-dessus d'un ouvert affine 
assez petit est noethérien en vertu du théorême !7.1.6l II suffit, en vertu du 
lemme de Nakayama, de montrer la même assertion après réduction mo- 
dulo m qui est contenu dans le radical de cet anneau ([Mes], Thm. 4.1.1). 
Mais, modulo m, ce complexe se réduit à la restriction à ij 1 !/ du faisceau 
Y / k ® f -ia x/k f-\^ h f/v /m) * Y/k ®^ 0z/k if&^wy/m). D'où 
la première partie du théorème 110.5.11 

Puisqu'on est dans le cas affine, soit /' un relèvement de /, alors le 
morphisme : 

(*) : ^Vt-KZt/y ^îT 1 ®^ î f 1 ^h^.9;uv ~^ ^Vt->jrt/y 

' J ZJ /V 

provient du morphisme composé : 

/ _1 0jrt/y = i] 1 p~ 1 0, 9 -y v ->■ ïj X O z y v ->■ CVt/y, 

où p est la projection Y X& X — > X. Pour montrer que c'est un isomor- 
phisme la question est locale sur Y. On peut supposer que le fibré des 
formes différentielles séparées sur X est trivial et alors une section globale 
P de ^jyt_>jrt/y se représente par une série & a A". où (b a ) est une 



112 



ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT 



suite d'éléments de T{Y,0<y, /y). De plus, le théorème de continuité de la 
division ([M-N3], Thm. 2.3.4) montre que la suite (b a ) se relève en une suite 
d'éléments (a a ) de T(Y Xk X, Oa if \^ vS: -\ / v ) tels que la série J2 a a a^x est 
un opérateur P de -^^t-s-irt/v Autrement dit, si on note le morphisme 
graphe de f', l'opérateur P est l'image de ij (g) P et le morphisme (*) est 
surjectif. D'autre part, ^"f-KZt/y es ^ un V 1 ^^tx*'t/v" moc ^ u ^ e à droite 
engendré par i*j en vertu du théorème 110.2.21 mais si P est un opérateur 
de ^!jt->2't/y e ^ s i l'image par (*) de u ® P est nulle, nous avons vu, en 
vertu du théorème de division, que P appartient à l'idéal à droite engendré 
par l'idéal d'augmentation de i% et donc u® P est nul. Le morphisme (*) 
est injectif. D'où la seconde partie du théorème 110.5.11 ■ 

Corollaire 10.5.2. — Soit f : Y — »• X un morphisme de schémas 
affines lisses sur le corps résiduel, et soient <ty^ et =5T' des relèvements plats. 
Alors, le module de transfert ^^t_> jrt/y ne dépend pas du relèvement de f. 

Démonstration. En effet, en vertu du théorème ll0.2.2l le module de trans- 
fert de l'immersion qui est fermée ne dépend pas du graphe du relèvement. 
Le corollaire est conséquence de la factorisation précédente. ■ 

Définition 10.5.3. — Soit f : Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur le corps résiduel, et soient et des relèvements plats. On défi- 
nit le module de transfert ^^t-^t/v comme ^ e sous-faisceau du faisceau 
J4?omv(f~ 1 0$ : -i /y, Oay\ / v ) des morphismes qui sont localement des sec- 
tions du module de transfert d'un relèvement local du triplet (Y,X, f). 

En vertu du corollaire précédent, le module ^^t-^t /y es ^ bien défini 
et c'est de façon naturelle un (S^t/y /~ 1 ^^,- t /y)-bimodule. En outre, il 
coïncide avec le module de transfert construit sur un relèvement global de 
/ quand il existe. 

Corollaire 10.5.4. — Si f : Y — > X est un morphisme de schémas 
lisses sur le corps résiduel, alors le fondeur image inverse 

Pdiff ■ 0% /y ,Sp)-Mod -> (^ xX)L/y ,S P )-Mod 

transforme un ^-module spécial plat en un module spécial acyclique 
pour le foncteur image inverse i î-g . 

Démonstration. C'est une conséquence du théorème 110.5. 1| parce que 
l'image inverse se calcule localement à la source et à la base. ■ 
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Définition 10.5.5. — Soit f :Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur le corps résiduel. On définit l'image inverse 

/ d *-a : &k*/v S P)" Mod -+ &h*/v> s P)" Mod 

comme le composé i^ iS °Pdîff » lequel se dérive donc à gauche en un foncteur 
exact de catégories triangulées 

/diff ~ i.Cff ^ ^~ ((^/v S P )-Mod) D-((^+t f/v! Sp)-Mod). 
On obtient, comme corollaire des résultats précédents, ce qui suit. 

Théorème 10.5.6. — Soit / : Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur le corps résiduel, et soient e £ jg"t des relèvements plats. Alors, le 
diagramme suivant est commutatif : 

f*B-=fSm.vi,xr- D-(^ /v -Mod) -> D"(#t -Mod) 



p 



art 



P, 



rt 



/ d * iff : D-((^ /y , S P )-Mod) -> D-((^ /y) Sp )-Mod), 

où ie foncteur de Ja première ligne est Je foncteur défini par le module de 
transfert : 

M\ z , ^ ^t^rt/v ®/-^i t/v / _1 ^tt , 
et où ies flèches verticales sont les fondeurs prolongement canoniques. 

Le foncteur image inverse dans la catégorie des modules spéciaux sur le 
site infinitésimal prolonge comme il se doit le foncteur image inverse lorsque 
les relèvements des objets existent sans que les morphismes se relèvent. 

Théorème 10.5.7. — Si f : Y — > X est un morphisme de schémas 
lisses sur le corps résiduel, alors le complexe / diff Qx! /y est canoniquement 
isomorphe au hbré trivial Oy^ jv muni de sa structure de Stfyf ^-module 
à gauche spécial canonique. 

Démonstration. Il suffit de traiter le cas d'une immersion et d'une pro- 
jection. Si Y, X sont affines, soient ^ , des relèvements plats. Dans le 
cas d'une projection, le foncteur image inverse est exact et le morphisme 
canonique de Xv- 2"t/y~ mocnj les à gauche : 

(*) : ^t Xv .rt^.rt/y %-^ /Y P~ 1<D %W -> W f Xv ^ f/v 

est surjectif et un calcul local à l'aide du théorème du symbole total 12.431 
montre qu'il est injectif. 
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Dans le cas d'une immersion, il suffit de considérer le cas d'une immersion 
fermée i : Y — > X de schémas affines lisses sur k. Si et sont des 
relèvements plats, le complexe : 

est en vertu du lemme 11 . 2 . 61 concentré en degré zéro. Le morphisme cano- 
nique de ^^ t y^-modules à gauche : 

^t->a-t/y ®i~^ xyv î_1 ^.rt/y -> Oyt/y 
est surjectif, et le lemme [Ï0.2.6I montre qu'il est injectif. ■ 

Remarque 10.5.8. — Tous les résultats précédents du foncteur image 
inverse valent également sur l'extension V — > K et nous les utiliserons 
aussi dans ce contexte. 

Définition 10.5.9. — On dit qu'un S> x \ ^-module, resp. 3r x \ j K - 

module, à gauche spécial À4.f est un fibré p-adique, si pour tout ouvert 
de X^ n{ sa restriction -M^ t est un O u ^ /y-module, resp. O u \ /^-module, 
localement libre de rang Uni. La notion de fibré p-adique sur le site infini- 
tésimal X. . est purement algébrique. 

La notion de fibré p-adique a été introduite dans l'article [Me2] sous 
cette forme-là dans le cas d'un relèvement. Autrement dit, un fibré sur K à 
connexion intégrable est un fibré p-adique si l'action à gauche du faisceau 
^rt/jç se prolonge en une action à gauche du faisceau ^^]/ K - C'est là 
une propriété restrictive. 

Notation 10.5.10. — On note MLS(0 x ; t /v), res P- MLS(O x } { /k), la 
catégorie des fibrés p-adiques. 

PROPOSITION 10.5.11. — Soit i : Y -> X une immersion fermée de 
schémas lisses sur k. Alors, le foncteur i*^.^ image inverse est un foncteur 
exact de la catégorie MLS(O x ? jv) dans la catégorie MLS(Oyi /y), resp. 
de la catégorie MLS(O x i /k) dans la catégorie MLS(Oy.t { /k)- 

Démonstration. La question est locale, et découle de Pisomorphisme : 

— » Oyt/V «i-'Oft/v i_1 ^i-t IV ^ 9 V\^X\ /V 

de i -1 ^]^ .^-modules à droite induit par un relèvement de i en vertu du 
corollaire 11 0.2. 61 et de la platitude de l'extension /y — > ^^t/y ([Mes], 
Coro. 6.1.2). ■ 
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Remarque 10.5.12. — Le raisonnement précédent ne marche pas dans 
le cas d'une projection, mais on peut montrer que le foncteur , qui 
est exact en vertu du corollaire 110. 4. 3| envoie la catégorie MLS(Ox f /v) 
dans la catégorie MLS(O z t iy), resp. la catégorie MLS(Ox.t { /k) dans la 
catégorie MLS(O z t i K ), mais la démonstration n'est pas de même nature. 
Nous n'utiliserons pas ce résultat dans cet article, mais il permet de donner 
intrinsèquement la définition des fibrés p-adiques munis d'une structure de 
Frobenius. 



10.6. Le module de transfert ^£ t<_^t iy 

Si f s : Y s X s est un morphisme de i? s -schémas lisses, on peut définir 
le module de transfert 3!x b <-y b /r b comme : 

@X.<-Y S /R, -=^Y a /R s ®0 Ys/Rs 3>Y B /R B ^X B /R B ®f-^0 Xs/Ra f^xl/R,' 

C'est de façon naturelle un sous-bimodule filtré du {f^ 1 @x b /r b , ^y b /r b )- 
bimodule : 

^om R (f^ 1 ux B /r b , uj Yb /r b ) ■ 

Soit P : (Y, Qy\ /y) — > (X, O «t;\ /y) un morphisme de schémas t-adiques 
sur V. 

Définition 10.6.1. — Le module de transfert ^ t<_^t/y est ^ e sous - 
(/~ f^art /v, 2$«yî / v )-bimodule du bimodule Jtf?omy(f~ 1 u> ^ t jy,ui^ / v ) des 
V -homomorphismes P tels que leur réduction modulo m s est un élément 
de @x B *-Y B /v dont l'ordre est localement borné par une fonction linéaire 
en s. 

Notons u}^}y y := omo yt/Vi (%t /v, O^t /v) le fibré dual du fibré 

Lemme 10.6.2. — Il existe des morphismes canoniques : 

wvyv ®o*./v ®*^xyv ^f-^x'/v /"Vrt/v -> #Jrt<-yt/y 

et 

/ - Wt/v ®/-'o JVV ®o w , /v Upy v -> ^t_,,rt/v 

qui sont des isomorphismes de (f~ 1 : y;i /y, CVt / v )-bimodules. 
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Démonstration. On a un morphisme canonique : 

W^+/y 

/y — ^ 

0#t /v J"'O s1/f 

H- Jfomy(/~ 1 W, rt /y, W^t/y), 

qui provient du morphisme d'évaluation : 

Jtfomvif^O&t/viO&t/v) ®/-io. fl/v /~ lw i-t/y ~> 

— ► Jifomy jfomvfw^t/yj 0J> 't /y), C^t /y) 

suivi du morphisme canonique du produit tensoriel : 

w^t/v ®cvyv ^°omy (f^ 1 M'om v {uj~^ /y , £>, r t/y), O&yv) ~> 

-> Jfomy Jfomy^t /y> °ârt/7),%t/v) - 

- Jt?om v (f- 1 W&y v> W&y v ). 

D'où un morphisme : 

w^t/y <E>cv, /v % t _,,rt/y «J^Oi-w / w rt/y ^ 

H- Jf077ly(/ _1 W, r t/y, CJ^t/y), 

dont il s'agit de voir que l'image est dans le module de transfert ^Jg-t<-$'t/y 
Mais c'est une condition qui porte sur les réductions modulo m s , et qui est 
par construction satisfaite. De même, on construit le morphisme : 

/~Wt/v ®/->o, V v ®r^»\ /v ®°*/v u »yv -> s h-+xyv 

A partir de là, on voit aussitôt que ces morphismes sont des isomorphismes.B 

Corollaire 10.6.3. — Le module ^■3fyv®o^ /v ^]^, r y R ®f-^o, )VV 
f~ X<J ^~X\ iy es t naturellement un (/ — 1 ^^-t/yi / v )-bimodule. 

Démonstration. Cela résulte par transport de structure de la structure 
de {f~ 1 Siï\- t; y v , ^^ t y y )-bimodule du module de transfert ^t<_^t/y ■ 

Théorème 10.6.4. — Soit p : (Y,0& f/V ) -S- (X, C r t/y) un mor- 
phisme de schémas t-adiques lisses sur V. Le module de transfert ^jrt-f-^t/y 
ne dépend que de la réduction modulo m, / :Y —> X, de p. 

Démonstration. En vertu du lemme précédent, l'indépendance du module 
de transfert ^jg-t«-yt/y ^ u relèvement résulte alors de l'indépendance du 
module de transfert ^^t->iK"i7y " 
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Définition 10.6.5. — Soit f :Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur k, et soient et «SK"T des relèvements plats. On définit le module 
de transfert ^^-t<_^t/y comme le sous-bimodule du (f^ 1 ^jg-t/y' ^rt/y)~ 
bimodule J$?omv(f w^-uvi^wt /v) des germes du module de transfert 
défini à l'aide d'un relèvement local du morphisme f. 

10.7. Le foncteur image inverse dans la catégorie 

D-(Mod-(^t rf/yJ Sp)) 

On dispose de la catégorie abélienne Mod-(^^-t /y>Sp) des modules à 
droite spéciaux, qui a suffisamment d'objets d'injectifs et d'objets plats et 
de sa catégorie dérivée D(Mod-(^J f t / v , Sp)). En considérant les modules 

de transfert ^jg-t«_^t/y> on définit le foncteur image inverse /^ iff par : 
A/ï. t ^ /- x A^ t ®f-i a i /v @h^f /v 

puis le foncteur : 

/ d * iff := Lf*& : D-(Mod-(^ xL/v ,Sp)) £r(Mod-(i^t f/y , Sp)) 

pour un morphisme / : Y — >• X de schémas lisses sur k par factorisation 
comme dans le cas des modules à gauche spéciaux. Les propriétés de ce 
foncteur sont toutes parallèles aux propriétés du foncteur image inverse 
pour les modules à gauche spéciaux. On dispose ainsi et à titre d'exemple 
d'un analogue au théorème 110.5.71 

Théorème 10.7.1. — Soit un morphisme f : Y -> X de schémas 
lisses sur k. Alors, l'image inverse f^ iS 0J X ^ /y du fibré des formes différen- 
tielles séparées de degré maximum sur X^ n{ est canoniquement isomorphe à 
Wy.t f /y muni de sa structure canonique de f^-t ^y-module à droite spécial. 

La démonstration est identique à celle de 110.5.71 

Remarque 10.7.2. — Sous la condition e < p h (p— 1), on peut reprendre 
les constructions précédentes pour construire le foncteur /j iff h , qui a les 
mêmes propriétés que le foncteur f£ iS . 

11. Le foncteur image directe dans la catégorie 

D+ ((®x? /tf,Sp)-Mod) 

inf ' 

Pour définir le foncteur image directe il nous faut étudier d'abord quelques 
propriétés de finitude des opérateurs différentiels. 
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11.1. La platitude du module de transfert pour une immersion 

fermée 

Lemme 11.1.1. — (Critère jacobien ) Soit i : Y —ï X une immersion 
fermée de schémas affines lisses sur k. Soient U un ouvert affine de X, W 
sa trace sur Y, et et des relèvements plats de W et U. Si u : — > 
est un relèvement de l'inclusion de W dans U, alors, localement sur U, il 
existe des éléments x\, . . . , x r , x r +\, . . . , x n de A^ tels que {dxi, . . . , dx n } 
est une base locale de f2 w t /y e t {du(xi), . . . , du(x r )} est une base locale de 
fi w t /y- De plus, {i r+ i, . . . , x n } engendre l'idéal noyau de u. 

Démonstration. Puisque W — > U est une immersion fermée, le mor- 
phisme u : A^ — > B^ est surjectif en vertu de la première partie du théo- 
rème [21231 d'où une suite exacte : 

— > I W i /y — > U \ /y — > Oyyt jy ~ ► 0. 

Soient z%, . . . , z s des générateurs de l'idéal X w t /y et {dx\, ■ • ■ , dx n } une 
base locale de f2 w t /v- Si 

-> Iw/k -> ®u/k Ow/k -> 

est la réduction modulo m de la suite précédente, les classes modulo 
m de zi,...,z s engendrent X w / k et les classes de dx\,...,dx n forment 
une base locale de Oy/fe- En vertu du critère jacobien algébrique ([EGA 
IV4], 17.12.2), quitte à réindexer z±,...,z s et dx\, . . . , dx n , les classes 
de z r +i, . . . ,z„ engendrent l'idéal Iw/ki les classes de dx\, . . . , dx r et 
de dz r+ i, . . . ,dz n forment une base locale de Qu/ki et les images des 
classes de dx\ , . . . , dx r forment une base locale de Çl w / k . Les éléments 
X\, . . . ,x r , z r +i, . . . , z n ont la propriété du lemme parce que O w t /y est 
plat sur V. ■ 

Définition 11.1.2. — Étant donné un relèvement u : A^ ->• d'une 
immersion fermée Y — > X de schémas affines et lisses sur k, on dit qu 'un 
système d'éléments z = {zi, . . . , z q }, y = {j/i, . . . , y n -q] de A^ est adapté 
à u, si dz := {dz\, . . . , dz q }, dy := {dyi, . . . , dy n - q } forment une base de 
fîAt/Vi du(y) := {du(yx), . . . , du(y n - q )} forment une base de Çl B y v et 
{zi, . . . , z q } engendre le noyau de u. 

En vertu du critère jacobien 111. 1.11 il existe, localement sur X, un 

système d'éléments x = (z, y) adapté à u. 

On rappelle que 3>ut / v désigne le faisceau des opérateurs différentiels 
d'ordre fini et le sous-faisceau des opérateurs différentiels d'ordre 

fini et d'échelon h ^ 0. 
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Corollaire 11.1.3. — Le / v -module à gauche O w t / 



i~ x 2i(yy est localement libre, et pour tout h ^ le Siï^^jy-module à 
gauche Oyyt /v ®i- 1 o w/v i~ 1 ^uyv es * l° ca l emen t libre. 

Démonstration. En effet, SI X ^3 - . ■ . X y j Xy -|- \ • • • j sont des éléments 

comme dans le critère jacobien précédent, une base locale du f^wt /y- 
module O w yv ®i- 1 o u t /v i~ ll ^ , W/v es t formée des tenseurs d'opérateurs 
1 <E> A™^ 1 • • • A" n . Le même argument vaut pour O w \ / v (g) i~ l ^^y y . ■ 



-'Ou 



IV 



Proposition 11.1.4. — Soit i :Y — » X une immersion fermée de sché- 
mas affines et lisses sur k d'algèbres B et A. Soient et des relèvements 
plats et u : A' — > B' un relèvement du morphisme quotient A — > B. Alors, 
le module de transfert ^g-t«-# , t/v es * un * _1 /y~ m °duie & gauche lo- 
calement engendré par dy\ . . . dy m <g> u ® (cfei . . . dx n )* , où dy\ . . . dy m , 
dxi . . . dx n sont des bases locales des fibrés des formes différentielles sépa- 
rées de X et de Y. 

Démonstration. En effet, en vertu du théorème 110.2.31 le module de 
transfert â^t-j-jr-t /y es * engendré à droite par u et l'on a l'égalité : 

dyi . . . dy m ® u*P (g> {dx\ . . . dx n )* = P(dyi . . . dy m ®u<g> (dx\ . . . dx„)*) 
comme morphismes : 

•-1 ( dx X --I/o iio'P dy 

* w ,rt/y — >■ « v.ryv > ^Vt/y — > w ^yy, 

où P est le transposé de P pour la forme dx\ . . . dx n . ■ 

Théorème 11.1.5. — Soiti : Y — > X une immersion fermée de schémas 
lisses sur k, et soient et 3£> des relèvements plats. Les modules de 
transfert ^^t-^t/y et ^rt<-#t/y S0Ilt plats sur f^ t y y . 

Démonstration. La question est locale sur Y et, par un choix de tri- 
vialisations locales des fibrés uj^i j v et w^.-t /y, il suffit de montrer que le 
S^yy-module à gauche ^^-t-t-srt/v es * P^ at ' Soient des ouverts affines 
assez petits U et W au-dessus desquels il existe des éléments x\, . . . ,x n 
comme dans le lemme du critère jacobien, et soit N un idéal à droite de 
■Dgt/y ^ e tyP e fini . Il faut montrer que le morphisme : 

BT /V ' ' 

est injectif. L'anneau D^ B y v est filtré par Dg t ,y et T(W, ^yt-^-wt /y) es * 
filtré par les D^^^-modules à droite T(W, ^yyt-»«t /y)' ^ suffit de montrer, 
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pour h assez grand, que : 

N h ® Dt fc r(w, ^t^t/y) -> W ^t^i 7 v) 

est injectif, où iV' 1 est l'idéal engendré par les générateurs de N. Il suffit 
donc de montrer que T(W, @wi->W /v) es ^ Sllr Bt/V Comme les 

anneaux ,y, Dj^ , v sont noethériens en vertu du théorème 17.1.61 que 
l'idéal m est contenu dans la radical de l'anneau , y ([Mes]. Thm. 4.1.1) 

et que r(W, ^wt^ut /y) est un D^^-module à droite de type fini en vertu 
du théorème 110. 2. 4| on peut appliquer le critère de platitude local 12.0.31 
Pour cela, il faut s'assurer que les réductions modulo m s du ZJ^^-module 

T(W, @y^f^ U i ,y) sont plates. Mais ceci est une conséquence du corollaire 
précédent. ■ 



11.2. Le théorème de changement de base pour une immersion 

fermée 

Le but de ce paragraphe est de montrer le théorème de changement de 
base pour une immersion fermée, qui nous servira à définir le foncteur image 
directe dans le cas d'une immersion fermée. 

PROPOSITION 11.2.1. — Soient W et U'^ deux relèvements plats d'un 
schéma U affine et lisse sur k. Il existe alors un isomorphisme canonique 



de {S 1 ^] i v , ^Ift / v )-bimodules, et un isomorphisme canonique 

(**) : ®®1< /V ®w<-u>yv ~^ %>yv 

de (@if,yy, ®u>\ ,y)-bimodules. 

Démonstration. Soit u : — > A 1 ^ un relèvement de l'identité. Notons 
ito, u n (l'indice n rappelle que u n opère sur les n-formes différentielles), ses 
images dans ^>t-»wt/v e * ^Wi-wyv ^ e m °dule de transfert ^;t_^t/y 
est un (@y,f , v , ,^)-bimodule libre engendré par u , et le module de 
transfert ^^t<_w't/V es ^ un ^uyv ^^'t/y)~ki m °dule libre engendré par 



u, 



Lemme 11.2.2. — L'élément u n ®u de ^t<-«'t/y ®»+ f ®un-nii/v 
est indépendant de u. 
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Démonstration. En effet, si v est un autre relèvement, on a les égalités 
u = (u?; -1 )?; = gv où g est un élément de G^/t- Alors, u u ®uq = u n ®gvQ = 
u n g®VQ. Il faut voir que u n g = v n comme morphisme de uj A i / v —> cj^n /y 
Mais en vertu du théorème 19. 1.3) l'action à droite de l'opérateur différentiel 
g sur u>a'1 jv es t égal au morphisme de restriction g~ x et g" 1 o u n = v n . □ 

On définit alors le morphisme par linéarité : 

(*) : ^W^U'f/v , ®U'i->uyv ®w/v 

' U'I/V ' ' 

par Pu n ® uoQ t-> PQ. Le lemme suivant montre que le morphisme (*) 
bien défini et est injectif. 

Lemme 11.2.3. — Pour tous opérateurs P et Q de ^t/y> on a l'égalité 
Pu n (g) u Q = PQu n ® u . 

Démonstration. Il existe un unique opérateur Q' de -^/t/y tel que Q'uo = 
uoQ. comme éléments du module de transfert ^^/t-^t/y ^ sa git alors de 

voir que u n Q' = Qu n comme éléments du module de transfert ^^-«-ift/yi 
ou bien, si le diagramme de gauche est commutatif, que le diagramme de 
droite est aussi commutatif : 

l Q l Q ' [q 

u 0, A/i u n 

w At/y — > w A't/y- 



La question est locale. Soit x = (xx,...,x n ) un système de coordon- 
nées locales au-dessus d'un ouvert affine de W et x' = (x[,...,x' n ) = 
u(x) = (u(xi), . . . ,u(x n )) le système de coordonnées locales au-dessus 
de l'ouvert affine de obtenu par le morphisme u. Il s'agit de voir 
que si Q'uq = uqQ, alors «o'Q = ^Q' u o- Mais en vertu du théorème 
12.4.21 si l'opérateur Q admet le développement J2a a a^xi l'opérateur 
Q' admet le développement £ Q u(a Q )A£,, *Q' = E„(- 1 ) l ° lA >K) et 
'Q'uo = E Q (-l) H A>(a Q ) W = u o (£ Q (-l) |a| A>a) = u É Q. □ 



Le morphisme (*) est alors un morphisme de bimodules surjectif. De 
même, on définit le morphisme (**) qui est un isomorphisme. ■ 
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Corollaire 11.2.4. — Soient et U'^ deux relèvements plats d'un 
schéma affine lisse sur k. Alors, les foncteurs : 

u't/v "ttt/V 



sont des équivalences de catégories canoniquement inverses l'une de l'autre 
entre la catégorie ,y-Mod et la catégorie f^ t ^-Mod. 

Démonstration. C'est une conséquence directe des isomorphismes (*) et 
(**) précédents. ■ 

PROPOSITION 11.2.5. — Soient W et U'^ deux relèvements plats d'un 
schéma affine lisse sur k. Alors, il existe un isomorphisme canonique : 

-^«t-vw't/v — "Wi-^u'i/v 

de (#t t 

Démonstration. Soient u : 0y<t /v - > C^t/y un relèvement de l'identité 
et Pw-^wyv un opérateur différentiel de ^t-^'t/v Alors, Pw^wyv 
admet la factorisation : 

où P est un opérateur différentiel. On lui associe l'opérateur P^t<-w't/y 
composé : 

lequel ne dépend pas de la factorisation. En effet, si v est un autre relève- 
ment, on aura u = vg où g est un automorphisme d'algèbre qui se réduit à 
l'identité et donc un opérateur différentiel de /v - En vertu du théorème 
19.1.31 on aura gPov^ 1 = Po{yg)~ l = Pou^ 1 . Le morphisme ainsi défini est 
un morphisme de (i^ t fi^, t y^)-bimodules qui est un isomorphisme. ■ 

Cela va nous permettre de définir les modules à gauche spéciaux à l'aide 
de l'image directe. 

DÉFINITION 11.2.6. — Un 3r x \ ^-module à gauche spécial M\ nf est 
la donnée pour tout ouvert W d'un ^-module à gauche -M^ t tel que 
■^W\w = ^wtlW P our t° u t W C U, et la donnée pour tout couple 
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avec r : W c — > U d'un isomorphisme de S^y-f , y-modules à gauche 

se réduisant au morphisme canonique dans le cas (IJ^\W,W) et satisfaisant 
aux conditions de transitivité pour trois ouverts. 

Soient i : Y — > X une immersion fermée de schémas affines lisses sur k, 
j : U hXuh ouvert affine de X et W sa trace sur Y. Soient W\ 3£\ 
et W' des relèvements plats de Y, X, U et W. 

Théorème 11.2.7. — Soit un 3 ! ty\ ,y-module à gauche. Il existe 
alors un morphisme canonique de changement de base : 

qui est un isomorphisme de S>y t ^y-modules à gauche. 
Démonstration. Nous allons d'abord construire un morphisme 



1 1 *t fflt 



Soit Pyt-^t ® j^Qjr+^i^t un tenseur élémentaire. En vertu de la pro- 
position précédente, l'opérateur Pu\^,S£\ donne naissance à un opérateur 
Pui ^,"2't\u quij composé avec j Q%rt<-yi , donne un opérateur Rut<-yt\w- 
On définit l'image du tenseur Pui-t%-\®3 Q^t-Pi comme Ru\ <-^i \w u n® 
uq pour n'importe quel relèvement u de l'identité de W. En vertu du lemme 
111. 2. 2\ ce tenseur ne dépend pas du relèvement u. On obtient le morphisme 
(*) de (fi^ t ^, j _1 i2^ t ^)-bimodules. qui est un isomorphisme. 

Soit maintenant J\f^ un .^-module à gauche. En tensorisant l'iso- 
morphisme (*) avec j _1 A/^ t et tenant compte l 'isomorphisme de change- 
ment de base topologique de j~^Sr^ .^-modules à gauche : 



on trouve Pisomorphisme de changement de base du théorème 111.2.71 ■ 
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11.3. Le foncteur image directe dans le cas d'une immersion 

fermée 



Soit i : Y — > X une immersion fermée de schémas lisses sur k. On se 
propose de définir le foncteur image directe : 

iîfi ■ (^ j t f/v ,Sp>Mod-)>(^t f/v ,Sp)-Mod. 

Soient J\f^ ni un Siïyï y y -module à gauche spécial et W un ouvert affine 
du site X? { . Si VV^ est un relèvement de l'ouvert affine Y DU, la restriction 
■hfyjï est un S&lyf ^-module à gauche, et on peut définir 

En vertu du théorème de changement de base pour une immersion fermée 
111. 2. 7\ le module A^^ t ne dépend pas à isomorphisme canonique près du 
relèvement W^. Donc, en prenant un recouvrement par des ouverts affines 
d'un ouvert hft , on définit un ^-module à gauche -M.^ donné locale- 
ment qui ne dépend pas du recouvrement choisi. D'autre part, si U' est un 
ouvert de U, on trouve que -M^^jj, = \U'. 

Soit un couple d'objets du site {U.\,U\) avec r : U\ ^ U2. Nous allons 

construire un isomorphisme de *2r t -modules à gauche : 

u 1 /v 

satisfaisant aux conditions de transitivité pour trois ouverts. 

Supposons d'abord U\ affine et soit W\ un relèvement de U\ R Y. Alors, 
A4 \a est par construction canoniquement isomorphe à : 

et -M^t|jj es ^ P ar construction canoniquement isomorphe à : 

ce qui fournit l'isomorphisme (o) dans ce cas-là par application du foncteur 
@, t tl , ® _ 1S) t ?, en tenant compte de l'isomorphisme canonique : 
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parce que S> \ t est un r 1 & t -module à droite localement libre 

U 1 <—U 2 \Ui/V u 2 /v 

de rang 1. 

On obtient des isomorphismes locaux qui se recollent canoniquement 
pour fournir un isomorphisme (o) dans le cas général. Les conditions de 
transitivité pour M\ ni sont conséquences de celles de A/jt f . Le morphisme 
(o) coïncide avec le morphisme canonique dans le cas du couple (U^\U' ,W). 



COROLLAIRE 11.3.1. — Sous les conditions précédentes, le fondeur 
W -M^t es * un ^x.t / v - mo dule à gauche spécial M\ nî sur le site X^ n{ . 

DÉFINITION 11.3.2. — Pour une immersion fermée i : Y — > X de sché- 
mas lisses sur k, on définit l'image directe : 



,'diff lui — A^t 

l *,o -'Vf •— JVL ii 



l inf 

On obtient, en vertu du théorème 111.1.51 un fondeur exact 

*to : *to : (^/v S P )-Mod (^t nf/v , S P )-Mod, 

qui se dérive trivialement en un fondeur exact de catégories triangulées : 

if s := Ri*$ : L»*((^t f/y , Sp)-Mod) -> D*((^ /v , Sp)-Mod). 

Corollaire 11.3.3. — Soient une immersion fermée i : Y — > X 
de schémas lisses sur k et une immersion ouverte j : U — > X. Alors, 
il existe un isomorphisme canonique de fondeurs exacts de la catégorie 
(@yi ^ y ,Sp)-Mod vers la catégorie (£^ t / v ,Sp)-Mod : 

a*,o 7 -diff _ -diff ,»,o 

et il existe un isomorphisme canonique de fondeurs exacts de la catégorie 
£>*((0|t /v ,Sp)-Mod) versia catégorie D*((^t /v , Sp)-Mod) : 

•* -diff -diff •* 

Jdiff ° ! . — l * ° Jdiff ■ 

Démonstration. C'est la traduction du théorème de changement de base 
111.2.71 ■ 



De même, en considérant un couple adapté H 1.1. 21 d'un relèvement d'une 
immersion fermée de schémas lisses sur k on montre le changement de base 
pour une projection : 
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Proposition 11.3.4. — Soit un carré cartésien : 
Zx k Y^Zx k X 

p [ p 
Y X 

de morphismes de schémas lisses sur k, où i est une immersion fermée et p 
est une projection. Il existe alors un isomorphisme canonique de fondeurs 
exacts entre les catégories (Sy\ / v , Sp)-Mod et (^ Zx x y j v , Sp)-Mod : 

*,0 -diff -diff *,o 

Pdiff oî *,o -K,o °P d lff> 
et il existe un isomorphisme canonique de fondeurs exacts de la catégorie 
D*((@L . Sp)-Mod) vers la catégorie ((# t Sp)-Mod) : 

inf/ X k -X* Ji n f/ V 

Pdiïï ol * — l * ° -Pdiff ■ 

Proposition 11.3.5. — Soient Y % X % Z la composée de deux 
immersions fermées de schémas lisses sur k. Alors, il existe un isomorphisme 
canonique de fondeurs : ° i^ ff ~ (i 2 o i\)^ iS . 

Démonstration. Les foncteurs ii*.o, ï2*,o: (*2 ° h)*,o son t exacts. Pour 
W\ S£\ des relèvements plats, alors on a un morphisme canonique : 

"sn/v 

de (12 o ii) —1 ^^ t .^-modules de type fini. En filtrant ce morphisme par la 
filtration par les échelons, on montre que c'est un isomorphisme. On obtient 
des isomorphisme locaux qui se recollent canoniquement. ■ 

Remarque 11.3.6. — On peut remplacer le faisceau ^L t dans la 

X iut /* 

définition du foncteur image direct if lff par le faisceau & + , . 

° * X> ,/K 



11.4. Le foncteur image directe dans le cas d'une projection 

Pour un couple (Y, X) de schémas lisses sur Ri, on note q et p les pro- 
jections de Y x r ± X sur le premier et le second facteur. 

Définition 11.4.1. — Soit ift un ouvert du site XJ ni . On définit le site 
Yjnf x relatif à l'ouvert comme le sous-site de (Y x ^ X)- lnî dont 
les objets sont les ouverts de la forme x# 3£* pour un ouvert W du site 
Y^, dont les morphismes sont de la forme x Id pour un morphisme 
du site Y ini et muni de la topologie induite. 
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Sur le site Y-< nf x X^ on a une description locale des faisceaux de modules 
analogue à celle des faisceaux de modules sur le site Y^ nf . En particulier, si 
Cx est un faisceau d'anneaux de Zariski sur X, on a un faisceau d'anneaux 
sur le site x X^ dont la valeur sur un ouvert x R X^ est l'image 
inverse de Cx par la projection U Xjj,X->I muni des restrictions cano- 
niques. Notons (Y;^ x $rt )P -l£ x )_Mod la caté gorie des p 1 £x-modules 
à gauche sur le site x X^ . Sur le site Y^ x X^ on a aussi le faisceau 
q~ l Gy i 1 t > dont la valeur sur un ouvert x R X' est le faisceau q~ 1 Gw 
muni des restrictions canoniques. 

PROPOSITION 11.4.2. — Le foncteur naturel : 

Py (F x fll JT.p-^xJ-Mod (ï^ f x X\p- l C x )-M-oà 

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux de 
Zariski sur le produit Y x Rl X, notée (Y x Rl X , p^ 1 £x)-Mod, et la sous- 
catégorie des modules sur le site relatif Y^ { x X^ dont l'action du faisceau 
de groupes q~ 1 Ç Y ï { est triviale. Ce foncteur admet comme inverse cano- 
nique le foncteur qui à un module Tyï x ^ t sur le site relatif associe le 
module dont la valeur sur U x Rl X, si U est affine, est : 

lim J 7 M t Xfl .rt, 
<- W 

la limite étant prise sur tous les ouverts qui relèvent U. 

Démonstration. Remarquons d'abord que sous l'hypothèse de la propo- 
sition, pour deux ouverts affines U\,Ià\ qui relèvent le même ouvert, tous 
les morphismes de restriction induisent le même isomorphisme : 

•^u\ xiîft — -^u\ x R ,r t • 

La limite projective est bien définie. On obtient un faisceau donné locale- 
ment sur un recouvrement de Y x^ X qui donne naissance canoniquement 
à un faisceau de p _1 £x-modules sur Y x Rl X. m 

Sur le site relatif Y^ f x X^ on a le faisceau q X ^ Y ^ /m dont la valeur sur 
l'ouvert W x R X^ est le faisceau Ç _1 ^t/jr P° ur tout q^ Xl 3 Y \ ^-module 
à gauche MÏ -, on peut considérer le faisceau sur le site relatif Y^ f x X^ : 

Wt x R Xi - œom q -^ (q-'Ow/RiMl^^). 
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Corollaire 11.4.3. — Si M*, lt est un <$] , + -module à 

(Yx Rl X)l n{ (Yx Rl xy inf 

gauche spécial, le foncteur : 

Ift X R JTt ~» œom q _^ l/R (ç-^t/iî.Htx^t) 

définit un faisceau de Zariski de p~ x @%-y R -modules à gauche sur le pro- 
duit Y Xflj X. 

Démonstration. En effet, l'action d'un élément g du groupe q~ 1 Gui sur 
un morphisme ip est donnée par construction par gipg -1 , mais l'action de 
g sur Î^Cyt/fl et sur ■^■uix R T^ se ^ travers q~ 1 Gw> 5= S _1 ^wt/ii e ^ 
donc gtp9~ l = ^59" 1 = </?■ Le corollaire est conséquence de la proposition 
précédente. ■ 

Notation 11.4.4. — Si AlL est un # , t , -module à gauche spé- 

(yx Hl x)j nf /jî 

cial et est un ouvert du site X? n{ , on note i?y t x .£"t (Ail n{ ) sa restriction 
au site Y^ n{ x et : 

JTom^^t, /b (9~ 1 CV^/fl,-Ry s t f xjrt(jM3 nf )) 



le faisceau de Zariski de p 1 ^^-t /^-modules défini dans le corollaire pré- 
cédent. Son image directe jfom 19 t t ((Z ^i^t /fl) iîyt x ^-t (A^J nf )) 
est donc un f^. t y ^-module à gauche bien défini. 

Soit (W*, W|) un couple d'objets du site X^, avec r : W\ W%- Nous 

allons construire un isomorphisme de # t , -modules à gauche : 

Wl/v ° 

(o) : @lvUwUR ® r " 1 ^ Jf ' om (^'^/«^Kt^wt^L)) ^ 

~ p* Jfom (q^Oyl iR, R Y t xW t (Ml t )) 

satisfaisant à la condition de transitivité pour trois ouverts et les condi- 
tions portant sur les couples (W2IW1, W^)- Le morphisme de projection 
topologique suivant est un isomorphisme, parce que ^Jyt^yyt/jj es ^ un 
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r 1 & t , -module à droite localement libre de rang 1. On a donc l'isomor- 

Wl/R ° 

phisme : 

r' 1 ^ t q Y Lf/ R 



x)r l p*J4?om (q 1 Y ^ f/R , Ryf w t (-M^)) 



Il suffit de construire un isomorphisme : 

p~ 1 ^wi/« <8>r ~ ljr ° TO ( î_1 ° ï iif/«' J ^xwi(^L)) * 

q 1& k a! ' R 

Les deux faisceaux précédents sur Y Xk W\ sont donnés localement sur un 
recouvrement produit. Il suffit de construire un isomorphisme de faisceaux 
donnés localement. Pour tout ouvert W du site Y^ nf , le morphisme produit 
tensoriel est un isomorphisme parce que l'action de Ç _1 -^t/y commute 
avec celle de + , : 

Wl /R 

Il suffit de construire un isomorphisme : 

Mais + t , est un sous-faisceau de ^ t . t , et le 

morphisme provient du morphisme du module spécial Pour montrer 

que c'est un isomorphisme, on reprend le raisonnement de la démonstration 
du théorème 16.2.71 Les compatibilités proviennent des compatibilités pour 
A4; nf . Les conditions portant sur les couples induits sont évidentes. Nous 
avons montré le théorème qui suit. 

Théorème 11.4.5. — Si ML f est un S) * , -module à gauche 

spécial, le fondeur précédent : 

X* -p.-tfbro^at, /r (q^Oy^/^R^M-ML)) 
est un Sl^f ^ R -module à gauche spécial. 
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Définition 11.4.6. — Soit M:„ f un @) st , -module à gauche 

mt (Yx Rl X) J iii{ /R 

spécial. On définit son image directe p^Q -M; nf comme le ^ R -module 
spécial placé en degré — [dimY] dont la valeur sur l'ouvert W de X^ n{ est : 

^inf ' ^ 

Proposition 11.4.7. — L'application M\ ni h> pf^M\ ni définit un 
foncteur covariant exact à gauche 

P*!o : (®Iyx Ri x)Ur> S P)" Mod ^xljw Sp)-Mod[dimF] 

de (3>^ Yx x) j /R , Sp)-Mod vers la catégorie t /w Sp)-Mod[dim Y] des 
modules placés en degré — [dim Y] . 

Démonstration. En effet, la construction du module p^Q A^J nf se fait à 
l'aide de foncteurs exacts à gauche. ■ 

Définition 11.4.8. — Le foncteur image directe 

PÎ$ ■■ {®\ YXhX)ljR , S P )-Mod -> (& xL/R , Sp)-Mod[dimF] 

est un foncteur covariant exact à gauche, et se dérive donc en foncteur 
exact de catégories triangulées 

pf* :=Rpf$ : i? + ((^ XfcX)Lf/iî ,Sp)-Mod)^^+((^ i t if/fl ,Sp)-Mod). 

Remarque 11.4.9. — Si R — > S est une extension d'anneaux, on peut 
remplacer les faisceaux O v \ , D et 2>^ t , dans la définition du foncteur 

image directe p!? lff p ar \ es faisceaux O v t ,„ '■= O v \ m®R^ et t := 

inf' inf/ inf' 

<2r t ®r S. Le cas où R = V et 5* = K est particulièrement important. 



11.5. Le foncteur image directe dans le cas général 

Si / : Y — > X est un morphisme de schémas lisses sur k et si X est 
séparé, le morphisme graphe de / est une immersion fermée if : Y — > 
Y x k X. Pour simplifier la définition du foncteur image directe dans le cas 
général, nous supposons que X est séparé, de sorte qu'un morphisme se 
factorise par une immersion fermée suivi d'une projection. Si / est un 
morphisme de Y — > X, notons / p o if, où if l'immersion graphe et où 
p est la projection de Y X sur X. 
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Définition 11.5.1. — Soit f :Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur k, avec X séparé. On définit le fondeur ff lfî image directe sur K : 

jdiff . D+((^ L/K , Sp)-Mod) — > D+((^ xL/K , Sp)-Mod) 

comme le fondeur composé 

ff* : C + ((4t f/A -,Sp)-Mod) ^ D+((^ x ^ )Jaf/A .,Sp)-Mod) ^ 

^£» + ((^t nf/K ,Sp)-Mod), 

où po if est la factorisation canonique de f. 

Remarque 11.5.2. — On ne peut pas définir le foncteur image directe 
par le module de transfert comme dans la théorie classique parce qu'en 
général les schémas ne se relèvent pas. D'autre part, le foncteur image 
directe n'est pas en général le foncteur dérivé d'un foncteur. 

Si U est un ouvert de Y, notons fu la restriction de / à U, et si M\ nf est 
un complexe de D + ((^t Sp)-Mod), notons Mj(Ail n{ ) le préfaisceau 

sur Y à valeurs dans la catégorie abélienne des ^-modules spéciaux 

qui à un ouvert U associe le i-ème faisceau de cohomologie h l {ffj S -A4j nf ) 
du complexe /^ lff M inî . 

Théorème 11.5.3. — Soit B un recouvrement de Y par des ouverts. Il 
existe alors une suite spectrale dont le terme est J^(jMj nf )) et 

dont le terme est le module bigradué associé à une Rltration convenable 
du module gradué ti+i '(/f ff M[ n{ ). 



Démonstration. Soit 



V*,O yW inf — l f* yW inf ^ X inf 

une résolution t -injective spéciale de ii 1 ^ Adj { . Alors, le com- 

plexe p^Q (I' n f) est isomorphe en catégorie dérivée au complexe f^ lS (M.\ ni )■ 

Pour un ouvert U de Y, on désignera par pjj la projection U xl->l. 
Soient B un recouvrement de Y par des ouverts et 2j n f un @r t 

module à gauche spécial. Notons C*(S,p^ I Q ,2i n f) le complexe de Cech du 
recouvrement dont la valeur sur un ouvert U est le S> * -module spécial 

Pa*o-^inf> et n °tons C'(B 7 p^Q 7 X' ni ) le bicomplexe de Cech du recouvre- 
ment B. 
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Il suffit de montrer que pour tout $r t -module injectif spécial 

Zf nf le complexe C'(B,p^Q ,l? n{ ) est une résolution de p^ Zf nf . En effet, la 
suite spectrale du bicomplexe C'(B,p^Q montre alors le théorème. 

La question est alors locale sur X. Pour un ouvert de X? { , la valeur 
du module p^Q Z? f [— dim F] sur l'ouvert est : 

V* J^Om ^ (g" 1 Oyt /if , iîy.t f x wt (ïfnf ) ) ' 

et la valeur du module pf^f o-^infl - dim F] sur l'ouvert est : 

Pt/*^°om 9 _ : t/jj r (g~ 1 O w t /x , 2* t x v , wt ) . 

Le complexe de Cech : 

C'(B x W,M?om i 9 i {Q^Oy^/K^Y^w^lU)) 

du recouvrement produit B x W & valeurs dans le faisceau de Zariski 
Jffom -îgt (ç _1 C^t /^ , i?y;t xWt (^hif )) : dont les termes locaux sont 

les faisceaux JÏÏfom _^ m \ (g _1 O w t /if ,2?/* v wt)i es ^ une résolution de ce 
faisceau : 



-> JTOTO (q^Oy^/K, fly.t [XW , (2? nf )) 



9 



->C'(B x W^om (g-^^/if^^xwt^f))). 

9 _1 ^ nt /x 

Il suffit de voir que l'image directe reste une résolution : 



^pX'(B x W^om (g- 1 O yi t f/K) iî Y .t fXW t(Xi f ))), 
qui, par construction, est le complexe : 

Or, l'extension <Z -1 ^t/if ^utxvWt/if es ^ Pl a * e ; comme on peut le 
voir sur V en considérant la ffltration par les échelons et en appliquant le 
critère de platitude locale l2~CT3l Le q~ l @^, ^-module -^txvWf res ^ e donc 
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injectif. Il en résulte que le faisceau : 

^om g _ 1 ^t VK (g- 1 O w t/if,2^ tXyWt ) 
est fiasque. La résolution de Cech du faisceau flasque : 

■^ e ° m q-^9\„ /K (9 _X °K i L/«'>- R i r i * f x>vt(îfnf)) 

est une résolution par des faisceaux flasques, et l'image directe est une 
résolution. ■ 

Cette suite spectrale ramène souvent les propriétés de l'image directe au 
cas où Y est affine, ce qui est très utile dans la pratique. 

Définition 11.5.4. — Soit f :Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur k, et soient et 3£"< des relèvements plats de Y et X. On définit le 
module de transfert ^%-t<-wt /v comme I e module de transfert induit par 
un relèvement local à la source et au but du morphisme, ce qui est légitime 
puisqu'en vertu du théorème 110.5.21 le module de transfert ne dépend pas 
du relèvement. On définit le module de transfert sur K par : 
qtî — ç»t 



)v K. 



Nous allons étudier le rapport entre les foncteurs images directes dans le 
cas des relèvements des schémas. 

Théorème 11.5.5. — Soit / : Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur k, où X est séparé. Soient et des relèvements plats, alors le 
diagramme suivant est commutatif : 

/f ff := f^-.,- : D\{®l yK )-Moà) -> D b ((^ ryK )-Moà) 



/f ff : D 6 ((^t f/Jf ,Sp)-Mod) — > £> 6 ((^ tf/if ,Sp)-Mod), 

où le foncteur de la première ligne est le fondeur défini par le module de 
transfert : 

mL - Rf* (&U «~ t ik , mL) 



p 



art 



et où les flèches verticales sont les foncteurs de prolongement canonique. 
Démonstration. Le foncteur de la première ligne est le foncteur : 

ce qui nécessite que -ML t soit cohomologiquement borné. Dans le cas d'une 
immersion fermée, le théorème est vrai par construction ; même sur V . Le 
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cas d'une projection est plus délicat. Le produit fibré W* Xy existe et 
est un relèvement lisse de Y X ([A-M2]). 

Lemme 11.5.6. — Il existe un isomorphisme canonique : 

g~Wt/v ® q -^l /v & lnx v xyv ^]rt<-yt Xv art/y > 
de (p _1 # rt /v , ^ txv 5t /v )-bimodules. 

Démonstration. On définit le morphisme de (p _1 ^^ t/y ; ^<^t x v x't/y)" 
bimodules : 

g _1 cj^ t /v ® q -i^ i/v ^rtxv.rt/v ^"M^Vrt/y, w^t Xv .rt/y) 

par (dy®P) >-> (dx — > (dx®dy)P) . Par réduction modulo m s , on obtient un 
opérateur différentiel dont le degré est localement borné par une fonction 
linéaire en s. D'où le morphisme : 

(*) : 9~Wt/v ® q -^ /v 9yt xv xyv ^.lt^txv^t/v 

Le module ^grt<-^tx ySC^IV es ^ un ^yt Xy /y-module à droite de type 
fini, et le conoyau du morphisme (*) est donc nul en vertu du lemme de 
Nakayama, parce que de type fini et de réduction modulo m nulle. Le mor- 
phisme (*) est filtré par : 

(*)/. : g-Wt/v ®,-i»t ®giïx v xyv f r^»tx„ft/v 

Le module ^^-t^-^t Xv «"t/y es ^ un ^<rt Xv #-t /y-module à droite de type 
fini, et le conoyau du morphisme (*)/, est donc nul en vertu du lemme de 
Nakayama, parce que de type fini et de réduction modulo m nulle. Le mo- 
dule ^jt<-ftxv zyv es ^ sans nx-torsion et le noyau du morphisme {*)h es t 
nul modulo m s pour tout s ^ 1. Comme tf^ui^ /y<S> g -i® t ; ^ft Xv 5t/v 
est séparé pour topologie m-adique comme module de type fini sur un an- 
neau de Zariski (non commutatif), il en résulte que le noyau de (*)h est nul 
pour tout h ^ 0, ce qui entraîne que le noyau du morphisme (*) est nul. □ 

En particulier, le lemme entraîne l'isomorphisme canonique : 

de (p -1 ^^^, x ^ rt ^)-bimodules. Mais en vertu du lemme 15.7.11 il 
existe un isomorphisme canonique dans la catégorie dérivée des q /if- 
modules à droite : 

R ^ om q -i@l_ (g -1 £Vt /k^' 1 ^ /K )[dimY] ~<C x u W ï jK . 
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Le fibré q x Ooi/\j K est un q 1 3 > Jy i ^-module à gauche parfait, en vertu 
du lemme IB.7.11 Pour tout complexe M.^ de D + ((^, t x ^ 3r t ^)-Mod) on 
trouve des isomorphismes canoniques dans la catégorie dérivée de la caté- 
gorie des p _1 ^^. t ^-modules à gauche : 

Rjfom {q~ r O^ /K ,M^)[àimY] ~ g _1 Wyt /K l.-^t X 1 ^ 

En appliquant cet isomorphisme à une résolution injective 1^ de .ML, on 
trouve effectivement que P^t x v .srt (A4 ' ) est canoniquement isomorphe 

Dans le cas général, le théorème résulte du fait que l'image directe pour 
les modules spéciaux est, par définition, la composée du cas d'une immer- 
sion fermée suivie du cas de la projection, et de l'isomorphisme : 

conséquence du théorème 110.5.11 ■ 



Le foncteur image directe dans la catégorie des modules spéciaux sur 
K sur le site infinitésimal p-adique prolonge, comme il se doit, le foncteur 
image directe lorsque les relèvements existent. Il s'applique aux morphismes 
de variétés qui se relèvent, courbes lisses, variétés abéliennes, grassman- 
niennes, etc. sans que les morphismes ne se relèvent. 

Remarque 11.5.7. — C'est bien pour faire coïncider les deux foncteurs 
d'image directe que l'on a mis le décalage [dirriV] dans la définition du 
foncteur p^'q . 

Il nous faut maintenant étudier l'indépendance du foncteur image directe 
de la factorisation du morphisme /. 

Théorème 11.5.8. — Soit une composition de morphismes de schémas 
lisses sur k : Z 4 F X A I, où i est une immersion fermée et p une 
projection. Si nous supposons que p o i est une immersion fermée, alors 
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le fondeur p^Q est exact, et il existe un isomorphisme canonique de 

„diff „ -diff . / „ -\diff 



foncteurs de la catégorie 1 , Sp)-Mod 



airt -airt . / \ai 

P*A °K,o — > {P°V*, 
et un isomorphisme canonique de foncteurs de D b ((^ t , Sp)-Mod)) : 

Démonstration. Soit z un point de Z et soit T un voisinage affine de 
q(i(z)), où q est la projection de Y x& X sur Y. Soit U un ouvert affine 
voisinage de poi(z) dans X. Puisque poi est par hypothèse une immersion 
fermée, quitte à remplacer U par un ouvert affine plus petit, on peut 
supposer que sa trace W sur Z est contenue dans l'image inverse de T par 
qoi. 

Si Ad in f est un S> ^ -module spécial, les restrictions à U des complexes 

inf / 

P* lff ** lff (■Mjnf) e t (p° i)* lff (-A^inf) ne dépendent par construction que de 
la restriction de Ad- { à W et du morphisme W —> T x& U A U, où i 
est l'immersion fermée induite et p la projection induite. Mais W, T et U 
sont affines et admettent des relèvements plats , 3T' , hft . En vertu du 
théorème 111. 5. 5i on a les isomorphismes canoniques : 

1 W 1 / K 



pf s oif ff (M f w ) ~ p, Kt^t x «t/*: ® ** O^t x M t^wt /Jr ® ^vv)) • 

.7tx v W ! /R' -*W»/K 

En vertu du théorème 110.5.11 on a un isomorphisme canonique : 

*1 x v Ut/K 

x V W/K 

Cela montre que les restrictions à Z//t des complexes : 

pf °if(4f) et (poOfï^L) 

sont isomorphes. Mais le foncteur (poi)^ est exact, puisque par hypothèse 
l'immersion poi est fermée, et donc le complexe p^ lS o i^ lff est 
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concentré cohomologiquement en degré zéro. Le foncteur p^Q o est 
alors exact. 

Les Ofî t -modules à gauche spéciaux : 

^°^(^Lf) et (po^^tj 

sont localement isomorphes. Il reste à voir que ces isomorphismes locaux 
sont compatibles. 

Mais si est un autre relèvement de T, les modules : 

et 3-tx v ui/K 

,/ I X y W T / iv 

sont canoniquement isomorphes. Cela montre que Pisomorphisme local 
entre les modules p*'q o (A4 in{ ) et (p o i)* 1 ^ (MÏ nf ) ne dépend pas du 
relèvement de T, puis par construction, ne dépend pas des relèvements de 
U et de W. 

Les ^-modules pf^ oif^ (M- mf ) et (poi)f$ (M} nf ) sont canonique- 
ment isomorphes, les foncteurs p^Q oi^Q et (poi)^ sont canoniquement 
isomorphes et les foncteurs p^ iS oi^ iS et (poi)^ lS sont aussi canoniquement 
isomorphes comme foncteurs dérivés de foncteurs exacts canoniquement 
isomorphes. ■ 

Proposition 11.5.9. — Soit Y x k (X x k Z) X x k Z Z une 
composition de deux projections de schémas lisses sur k. Il existe alors 
un isomorphisme canonique de foncteurs : p^ op* ff ~ {jp 2 o pi)^ iS de 

Démonstration. Voyons d'abord que la première projection transforme 
module à gauche spécial injectif en module à gauche spécial acyclique pour 
la seconde projection. La question étant locale sur Z, on peut supposer qu'il 
existe un relèvement plat de Z . Supposons alors, dans un premier temps, 
qu'il existe aussi des relèvements plats et SC^ de Y et X respectivement. 
Le morphisme canonique : 

Pl 1 ^h^.rix v Zî/K ® x v ZI x v .ri x v Zl / K 

~*P\ 1 ^h^£-îx v Zi/K ® ®l'tx v Zt<-ftxv.rtxv2t/jï 
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i 4. 

est un isomorphisme, parce que le p 1 XvZ y K -modvle à gauche : 

■*jtxi,2t^t Xv ,rt x v zyx 
est plat. Le morphisme canonique : 

Pl 1 ^Zï^:Xï x Zt/K ® ®grî x Zt-s-^t x %\ x ZUK ~^ ^Z\-^-W\ x SC\ x Z\ l K 
v _-i«t V V V V V 

Pl -"%<xZt/K 
V 

est un isomorphisme de {ij>2 ° pi)^ 1 & z ^ K , i^ tx ^^. tx ^ t ^)-bimodules, 
parce que p\ et pi sont des projections. Cela entraîne que pour tout com- 
plexe de D b (@Jy f Xv XvZ y K -Mod), le morphisme canonique : 

(*) : {Pi 1 ®\\^ : r\ x ZVK ® x 2t<_^t x Jft x 2t /x) <8> -M* -> 

Pi ^jrt x z'/if ■ / » x art x zvjf 

v v v 

: X\ x 2t/Jf ® • A/ ' t 



y 2rt^-?^t x Jft x 2t/J 



-*!Ti x ,srt xZ'/K 

est un isomorphisme dans la catégorie dérivée de (p2 opi)" 1 ^]^ ^-modules 
à gauche. L 'isomorphisme (*) donne l 'isomorphisme dans la catégorie déri- 
vée de la catégorie des (j>2 ° pi) _1 i^îj t ^-modules à gauche : 



(**) : RM'om ((q o p^On /K , RjTom {q~ l 9 y K , M f )) 



9"x v xyK 



parce que le faisceau structural Og^\ ijç d'un schéma f-adique lisse ^ est 
un ^^. t ^-module à gauche parfait en vertu du lemme HT7.il où l'on désigne 
par q la projection sur le premier facteur. En appliquant le foncteur Rpx,, 
on trouve un isomorphisme dans la catégorie dérivée de la catégorie des 
p 2 z y ^-modules à gauche : 

(***): Rj^om (cT x O x \i K ,Rpx,R3tfom (ç -1 Oyt/«-, ->■ 

-> Rpi,RJFom .«t (q" 1 0^txv.rt/K,-A^ t ), 

parce que le faisceau structural Oyt /k d'un schéma f-adique lisse est 
un ^-module à gauche parfait. 
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Si Jt est un Xv tj>.-t XvZ \ /^-module à gauche supposé injectif, il reste 
injectif comme g _1 ^, t x ^^- t ^-modules à gauche et comme ? _1 -^^'t/jf~ 
module à gauche. L'isomorphisme (***) devient de fait un isomorphisme 
de p^ 1 ^],,. ^-modules à gauche : 



:p lm Jt?om ls i (q~ 1 O w i XvS y K ,l t ). i 



parce que le faisceau Jtfom _ xm \ (q~ 1 Oçyi x v <g\ /k,^) est flasque 

et donc le faisceau p\ Jtffom _ lm \ (q~ l Owî x .%-u K ,I*) est aussi 

flasque. 

En appliquant le foncteur Rp2, à la formule (****), on voit que Pi' ff 
est acyclique pour le foncteur p^fg et, en même temps, que p^fg °P < u* fâ) 
et (P2», °Pi,,o) dlff (^) sont canoniquement isomorphes. 

L'isomorphisme (****) se recolle naturellement en un isomorphe de 
p 2 3 z y ^-modules à gauche pour tout Y, qu'il admette ou non de re- 
lèvement plat global ^ . 

Dans le cas général, pour tous Y et X, si xt f est un S)). , t , - 

lnt (Fx t Xx t Z)f n[ /K 

module à gauche spécial et injectif, la méthode précédente montre, que 
l'isomorphisme (****) se recolle en un isomorphisme de complexes de 
p 2 & Z ] / ^--modules à gauche : 



(YxX)J ii{ /K k ' ln " k ,ni 

avec les notations 111.4.41 Cet isomorphisme implique que Pi[ s (2f n f ) est 
acyclique pour le foncteur P2, ■ 



En vertu de ce qui précède, p^f (Pi' ff (X^ f )) et p^f opf 1 ^ (X^ f ) sont deux 
$)' * -modules à gauche spéciaux en degré — [dimF + dimX], et il suffit 
donc de montrer qu'ils sont canoniquement isomorphes. Par construction, 
la restriction de pfK o (pff o (l} ai ))[-dimY - àimX] à l'ouvert Z^> est le 
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faisceau : 




est le faisceau : 



(P2 °Pi)* J$°om 




Ces deux 



Zi/K 



modules à gauche sont des images directes de p 2 ^ 



modules à gauche donnés localement qui sont canoniquement isomorphes. ■ 

COROLLAIRE 11.5.10. — Soit un morphisme f : Y — > X de schémas 
lisses sur k où X est séparé, et soit F APx^X Al une factorisation de 
f par une immersion fermée suivie d'une projection, où P est un schéma 
lisse sur k, et telle que le morphisme induit Y — > Y x k P x k X est une 
immersion fermée. Alors, le foncteur f£ est canoniquement isomorphe au 
foncteur p 1 ^ o i^ lS . 

Démonstration. On a le diagramme commutatif : 



où le composé de deux morphismes non tous deux horizontaux est soit un 
composé de deux projections soit un composé d'une immersion fermée et 
d'une projection qui est une immersion fermée. On est réduit aux résultats 
précédents. 

En particulier, si X est séparé, pour une immersion fermée Y — > X, le 
foncteur image directe est canoniquement isomorphe au foncteur construit 
à l'aide de la factorisation canonique et pour une projection Y X — > X 
le foncteur image directe est aussi canoniquement isomorphe au foncteur 
construit à l'aide de la factorisation canonique. ■ 

Exemples 11.5.11. — 1) Si X est le point Spec(fc), le complexe 

/^ lff O y \ j K est un complexe de D + (K) qui est à cohomologie de 
dimension finie sur K lorsque Y est une variété algébrique lisse 
en vertu du théorème de finitude 16.6.21 Ce théorème a présenté de 
sérieuses difficultés pendant près d'un quart de siècle dans le cas 



Yx k X 



f 

Y^Yx k Px k X 
\ 



\ 

» X, 



Px k X 
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d'une variété qui se relève [Me2], qui est aussi à la base des progrès 
significatifs de la théorie p-adique. 

2) Plus généralement, pour tout morphisme / de schémas de type 
fini et lisses sur k, le complexe spécial ft Oy? /k sur 1 & base X 
est l'analogue p-adique du complexe de Gauss-Manin en caracté- 
ristique nulle, dont on s'attend naturellement à ses propriétés de 
finitude. Cela semble de nouveau présenter de sérieuses difficultés, 
sauf qu'aujourd'hui on est mieux équipé. Un cas intéressant est celui 
d'un morphisme propre et lisse sur une courbe, où l'on s'attend à 
ce que les images directes soient des fibrés p-adiques dont les rangs 
donnent les nombres de Betti p-adiques des fibres. 

Remarques 11.5.12. — 1) Sous la condition e < p h (p— 1), on peut 

reprendre les constructions précédentes pour construire les fonc- 
teurs /* lff ' /l sur K. 

2) Le module q~ 1 0?yt /y n'est pas un q~ x ^r & ^ , ^-module à gauche de 
présentation finie, parce que l'idéal d'augmentation (A Q ,a £ N n ) 
n'est pas de type fini, et on ne peut pas appliquer le raisonnement 
du théorème 111.5.51 sur V. 

3) Mais dans le cas h = 0, on peut si e < p — 1 reprendre les construc- 
tions précédentes pour définir les foncteurs /* 1 '° sur V, et on peut 
appliquer le raisonnement du théorème lll.5.5l sur V, pour montrer 
que 

est un isomorphisme pour des relèvements de Y et de X. 

11.6. Le foncteur image directe pour les modules à droite 

spéciaux 

En remplaçant le module de transfert ^jg-t«-yt/y P ar ^^t-v^t/v on 
définit le foncteur i^g pour la catégorie Mod-(i^t / v > Sp) et, en rempla- 
çant le 3>' z ^ ^-module à gauche spécial O z i j v par le ^-module 
à droite spécial u) z \ on définit le foncteur p^'q pour la catégorie 
Mod-(^J , t , Sp). On dispose donc, sur K et quand le but est sé- 

paré, du foncteur image direct pour les catégories de modules à droite 
spéciaux, qui a des propriétés parallèles à celles du foncteur image directe 
des modules à gauche. 
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12. Le foncteur de cohomologie locale et ses compatibilités 
avec les foncteurs images directe et inverse 

12.1. Le foncteur de cohomologie locale dans le cas des faisceaux 

Soit X := (X^Ox/R^ un schéma lisse sur et soit i : Z 4 I un 
fermé de l'espace topologique X, de complémentaire j : X — Z <— >■ X . 

Proposition 12.1.1. — Soit J 7 -^ un faisceau de R x \ -modules sur le 
site ' { . Les données qui à un ouvert associent le faisceau TzÇFu^ ) e * 
le faisceau j*j~ 1 J~u'i définissent alors des faisceaux de R x ï { -modules sur 
le site X^ nf , notés respectivement Tz(Fi n {) e t J* nf Ji„f -^inf • 

Démonstration. Il s'agit de voir que si VV^ et ifi sont deux ouverts de X? { 
avec r : W C U, le morphisme de restriction (jj) induit des isomorphismes : 

l~- 1= 1= 

TzÇFw) > F w -, ► j*j 1 T w t 

qui sont transitifs (cf. I4.2.Î]) . Le morphisme canonique : 

R[Qw^w] ® r ^ l i*r 1 ^w ->• 3*(j~ 1 R[Gw^w] <8> r '~ 1 i~ 1 ^wt) 

est un isomorphisme, parce que -R[(?wt->wt] est un r _1 i?[Ç7 w t]-module lo- 
calement libre de rang 1. Mais le morphisme : 

(tt) : 3~ 1 R[Gw^w] (g) r~ x j- x T U ï — » j^JyyU 

qui est le morphisme de restriction du couple (W^li Wj U^j^ 1 !/), est un 
isomorphisme. Les familles Tz(Fw) e ^ 3*3 on t toutes les propriétés 

des faisceaux de R x i -modules. ■ 

Remarque 12.1.2. — Dans le raisonnement précédent on peut remplacer 
le faisceau R x i f par un faisceau d'anneaux A. X J f et définir les foncteurs 
de cohomologie locale dans la catégorie A x i -Mod. 

Définition 12.1.3. — Si Z est un fermé de X, on définit ainsi deux 
foncteurs exacts à gauche qu'on peut dériver dans la catégorie D + (R x i f ) 
et obtenir le triangle de cohomologie locale habituel : 
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12.2. Le foncteur de cohomologie locale dans le cas des modules 

spéciaux 

Si M ini est un @ x \ ^-module à gauche spécial, le même raisonnement 

montre que Tz{M.\ ni ) et j^j^M.}^ sont des ^-modules à gauche 
spéciaux et définissent des foncteurs covariants exacts à gauche qu'on peut 
dériver dans la catégorie D + ((^^t j R , Sp)-Mod). 

Définition 12.2.1. — Si Z est un fermé de X, on définit ainsi deux 
foncteurs covariants exacts à gauche qu'on peut dériver dans la catégorie 
D + ((3}^f , R , Sp)-Mod), et obtenir le triangle de cohomologie locale habi- 
tuel : 

qui pour tout ouvert se restreint par construction au complexe de cohomo- 
logie locale usuelle. 

PROPOSITION 12.2.2. — Soient Z un fermé de X, M\ nl un complexe 
borné à gauche et Af? * un complexe borné à droite de modules à gauche 
spéciaux. Alors, il existe un isomorphisme canonique de complexes de Za- 
riski de la catégorie D(Rx) ■' 

RJfom « f , RTz(Ml ul )) ~ RT Z (RJfom M^)) . 

a h*/*' ap ^l„ f /«' Sp 

Démonstration. Soit M- { — > Zj L la résolution injective par des modules 
spéciaux injectifs de M\ { construite localement par la résolution injective 
de Godement. Le complexe Tz{Z[ n f) est une résolution injective par des mo- 
dules spéciaux de RTz(M\ { ), et le complexe Jffom'^t (-^infi ^zÇ^Lf)) 

est alors une résolution du complexe RJtffom & i spO^inf ^^ z (-^-tnî)) • 

D'autre part. J^fom' t CMlf > ^fnf ) es ^ un com pl ex e de faisceaux de Za- 

riski flasques, de sorte que le complexe T z(^om*\ (•Mnf-nnf)) es ^ 

x Li' R 

une résolution du complexe RT z (R J^om ^ Sp^inf > -^Lf )) ■ L'iso- 
morphisme de la proposition provient de l'isomorphisme canonique de fais- 
ceaux de Zariski : 

inf' inf' 

pour deux modules à gauche spéciaux. ■ 
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Remarque 12.2.3.- L'extension V[G$;\] — > 0%;\ /v[G&î] est plate, 
et les foncteurs de cohomologie locale calculés dans -D + ((Vx\t )-Mod) et 
L> + ((O x t f/v )-Mod) coïncident. Mais l'extension Oa^y v [G^] ->■ @l r y v 
est loin d'être plate, même sur K. Aussi, les foncteurs de cohomologie locale 
sont distincts lorsque calculés dans les catégories : 

D+(0 xL/K -Mod) et D + ((^t f/Jf ,Sp>Mod), 

et leurs rapports posent des problèmes non triviaux. 

PROPOSITION 12.2.4. — Si X est un schéma séparé et lisse sur k, les 
foncteurs Rj^j^l et Rj^ iS coïncident canoniquement dans la catégo- 
rie D + ((3$xi /k' Sp)-Mod), où j : X — Z X est l'inclusion canonique. 

Démonstration. Soit M\ ni un complexe de D + ((^ x f Sp)-Mod). Si 

W est un ouvert du site xj nf . la valeur du complexe Rj^j^M-lf sur l'ou- 
vert W est par définition le complexe Rj*j~ 1 A4j /j > l . Notons j : U' := (X — 
Z) DU >• U l'inclusion canonique. L'espace annelé U 1 ^ := (U 1 , j^ 1 U ] i v ) 
est un relèvement de U', donc les modules de transfert â^t-tf/t/y e ^ 
^uti-u'î/v son t définis et valent S^'î /y P ar cons t mc ti° n - La valeur du 
complexe ijjiff-^inf sur l' ouve rt W est j^Ad^ et, en vertu du théorème 
lll.5.5| la valeur du complexe jt lS JdiS -^Inî sur l'ouvert W est le complexe 
i?j»j _1 .A/( . En prenant une résolution injective de M in{ , on voit que les 
foncteurs Rj™ f jZt et Rj^ lS j'îjg sont canoniquement isomorphes. ■ 

Remarque 12.2.5. — La possibilité de définir le triangle distingué de 
cohomologie locale dans le site infinitésimal f-adique dans le cas d'un relè- 
vement, a été l'une des principales raisons du succès de notre point de vue 
[M-Ni] dès le début de la théorie. 

12.3. Le théorème de pureté pour un couple lisse 

Soit i : Y X une immersion fermée de schémas lisses sur k et soit 
un relèvement plat de X. On a alors le théorème de pureté suivant. 

Théorème 12.3.1. — Sous les conditions précédentes, les faisceaux 
J#y(0$;\ / v ) et Jféy-^ $c\ /y) sont nu ^ s SJ ' * 7^ codimx^. 

Démonstration. La question est locale. Commençons par le cas du fais- 
ceau structural O^ t ly 
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Lemme 12.3.2. — Soit i : Y X une immersion fermée de schémas 
lisses sur Ri et soit un relèvement plat de X. Alors, My{0^\ i R ) = 
si i > codimx^- 

Démonstration. La question étant locale, on peut supposer que le schéma X 
est affine et que l'idéal de Y est engendré par X\, . . . ,x q . Le complémentaire 
X — Y admet le recouvrement affine X — V(xi), qui est acy clique pour le 
faisceau O g\ / R en vertu du théorème d'acyclicité 12.2.41 Cela montre que 
Jt^(0^ /R ) = si i > œdim x Y. □ 

Lemme 12.3.3. — Soit i : Y X une immersion fermée de schémas 
lisses sur k et soit un relèvement plat de X. Alors, J^(0^ /y) = 
si i < codimx^. 

Démonstration. La question est locale, et l'on peut supposer que X est 
affine d'algèbre l-adique A' . Soient un relèvement lisse de Y, u : A' — > 
B' un relèvement de i et T^t /y I e noyau de u. 

Soit x = (y, z) un couple adapté à u, au sens de 111.1.21 Notons I z := 
Iz!,...,z q l'idéal engendré par Z\, . . . , z q . On peut considérer le Dj^ /y-module 
à gauche : 

& \gH Y {X,0, ryv ) := limExt^ t (At/4 fc ,At) 
donné par les modules d'hypercohomologie du complexe : 

R&\gT Y {O xyv ) := RlimJ^om 0rl/v (0^ /v /X^ /v ,0^ /v ). 

PROPOSITION 12.3.4. — Il existe un isomorphisme de D^ Af ,y-modules 
à gauche : 

D At/v ®^t /v tigH Y {X,O aVv ) ~ H' Y {X,0. tVv ). 

Comme {zi, . . . , z q } forment une suite régulière dans A', cela entraîne 
que les ^-modules Ext^,^ v (0^ / V /I^y v , 0%\ /y) sont nuls pour j < q, 
et la proposition implique donc le lemme [12. 3. 31 précédent. 

Reste à montrer l'isomorphisme de la proposition. Si l\ et x\ sont deux 
idéaux de type fini de Og-\j V et Y\, Y% les supports de e ^ de 

O jrt /y /il, la suite de Mayer-Vietoris topologique fournit un triangle dis- 
tingué : 

RalgT (X,0^/ V ) ->. RalgT Yl (X,0^ /v )®RalgrY 2 (X,0^/v) -> 

^Halgr (X,0, rt /y)^ 
et un triangle distingué : lU 2 
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RT YinY2 (X 7 O xyv ) -> RT Yl (X, O xyv ) © RT Y2 (X, O xyv ) -> 

Prenant une résolution ^^- t ,y-injective de Q<%\ /y qui reste donc Qt%\ /y- 

est plate ([Me 3 ], Thm. 



injective. Comme l'extension D^yy —r u A y v 
4.2.7), on trouve un morphisme de triangles : 
Ral g r nnY2 (X, Oa-t/v) 



U AÎ/V 
D 



-Rry in y 2 {X, Ogr\ /y) 



U D\ v ® fi alg r (X, O^-t/v) D\ v <g) HalgT (X, O rt/y ) 

n x l *i n x l *2 







iîry 2 (X, G$r] /y) 



3 



At/V 



Ralg T YlUY2 (X, O x y v ) 



j a\/v 



► RTy 1 uy 2 (X, Oxyv)- 

En utilisant ce morphisme de triangles et en raisonnant par récurrence 
sur le nombre d'équations, on est ramené à montrer la proposition dans le 
cas de l'idéal engendré par z\ ■ ■ ■ z r pour 1 ^ r ^ q, ce qui est conséquence 
du lemme suivant. 

Lemme 12.3.5. — Sous les conditions précédentes, pour tout r tel que 
1 ^ r ^ q, le D A \ /y-module à gauche A^[l/(zi ■ ■ ■ z r )], resp. le D A y y - 
module à gauche (A'[l/(zi • ■ • Zr)])^ , est engendré par l'élément l/{z\ ■ ■ ■ z r ) 
dont Vannulateur est l'idéal engendré par les opérateurs différentiels : 



tels que ai > 0, . 



Ai^ Zi, 

,a r > 0, a r +i > 



A? r z r ,A ar - 



r+l > • • • : 

Ct n > 



Démonstration. Commençons par A^[l/(zi • • • z r )], lequel est engendré en 
tant que D^yy-module à gauche, de façon évidente, par l/(zi • • -z r ). Si 
P est un opérateur d'ordre fini qui annule l/(zi • • • z r ), on peut le sup- 
poser de la forme P = JZaeN r a a^i 1 •••A" r . Considérons l'ordre lexi- 
cographique sur les r-uplets (ai,...,a r ) et notons exp(P) le plus grand 
indice des indices des coefficients de P. La suite z\, . . . , z r étant régulière 
dans A\ il s'ensuit que le coefficient a cxp (p) = a a appartient à l'idéal 
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(Zi,ai j£ 0). Modulo l'idéal (A" 1 ^, . . . , ù^ r z r ,a\ > 0, . . . , a r > 0), le po- 
lynôme P est alors égal à un opérateur dont l'exposant est strictement plus 
petit que exp(P). Par récurrence, on obtient que P appartient à l'idéal 
(A? 1 a*,..., A^ai > 0,...,a r > 0). 

Passons au cas d'ordre infini. Le D' At , ^-module (A^ [1 / (z\ ■ ■ ■ z r )))^ est 
aussi engendré, de façon évidente, par l/(zi ■•■ z r ). Si P un opérateur 
d'ordre infini tel que P(l/(zi • ■ • z r )) = 0, on peut supposer que P = 
£ QSNr a Q A" 1 ■ • ■ A^. Écrivons P sous la forme J2 a A" 1 • ■ • A? r a' a . Consi- 
dérons la réduction P s modulo m s de P qui annule l/(zi ■ ■ ■ z r ). Le rai- 
sonnement du cas où l'ordre est fini montre que chaque coefficient a' a ap- 
partient modulo m s à l'idéal (zi,(Xi ^ 0), et ces coefficients a' a appar- 
tiennent donc à l'idéal (zj,aj ^ 0). En considérant une présentation de 
on peut montrer, en vertu du théorème de continuité de la division 
par une base de division [M-N3], qu'on peut écrire a' a = a . , b a ^Zi, 
de sorte que Pi := ^ Q a .^ A" r 6 Q .i est encore un opérateur différentiel et 
que P = ~^2iPiZi- En raisonnant par récurrence sur la longueur des mo- 
nômes en A qui interviennent dans P, on trouve que P appartient à l'idéal 
(A" 1 ^!, . . . , A^ r z r , a% > 0, . . . , a r > 0). Cela termine la démonstration du 
lemme 112.3.51 mais également celles de la proposition 112.3.41 et du lemme 
112.3.31 □ 

Les mêmes raisonnements montrent que sous les conditions précédentes 
on a la nullité : 

H YXkAl {T*X,O i;T , x) y v )=W YXhAl {X x k A%,O { ^œ)i/v)=0, 

où JT)t := (T*X, 0{gr*%y iy) est le fibré cotangent t-adique de X, 
pour j ^ codim^y. Mais en vertu du théorème du symbole total 12.4^1 on 
a l'isomorphisme : 

H k h Az(X Xfe A n k ,0 { ^, ry /V ) ~ H^(X,^ i/v ), 
et H^(X, 3>] r y v ) = si j ' ^ codinix^- On en déduit que : 

^Wrt/y)=0 

si j =/= codimx^, puisque ce faisceau est associé au préfaisceau précédent. 
Cela termine la preuve du théorème 112.3.11 ■ 

Corollaire 12.3.6. — Le fondeur Vfi ~> ,J4?™ dim ' jY /v ) définit 
un (^ t /v ,®x? {/v )-bimodule Jfy° dimxY {9> x t /v ) sur le site infinitési- 
mal xl t . 
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Démonstration. En effet, si : — > W est un morphisme, on définit 

(8) r t : r-\^ d ^' Y {®l /v ) -> œr dimwY (@lt /V ) 

comme le morphisme induit par le morphisme de complexes 
(tt)rt : t^RY y {^ wiv ) -> RT Y {2> ] w y v ) , 

dont on voit en considérant les résolutions locales de Cech que c'est un mor- 
phisme (jj) r t-linéaire à droite et à gauche. Ces morphismes sont transitifs 
de façon naturelle. ■ 



Corollaire 12.3.7. — Le fondeur 



est covariant exact à droite de la catégorie (@ x t ^ y ,Sp)-Mod dans elle- 
même. 

Démonstration. Il suffit de montrer que si M[ nf est un ^-module 
à gauche spécial, le Sr x \ ^-module à gauche 



^y dimxY {® xL/v )®^ M]* 



est spécial. Mais par construction, un élément g du groupe Q x t agit par 
gPg~ l ® gm = gP ® m. ■ 



12.4. La comparaison entre la cohomologie locale et l'image 
directe dans le cas d'une immersion fermée. Le morphisme 
de foncteurs Adj* 



L'analogue de la proposition 1 1 2 . 2 .41 pour une immersion fermée n'a pas 
lieu en général et son étude est beaucoup plus délicate. Nous allons utiliser 
le théorème de pureté pour construire un morphisme de foncteurs Adj* 
entre les foncteurs « * lff *diff e ^ [codimjfy] pour une immersion fermée 
i : Y — > X de schémas lisses sur le corps k. 

Supposons que X est affine et soit u : A' — > B' un relèvement de i et 
x = (y, z) un système adapté à u. 
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Lemme 12.4.1. — Pour X affine assez petit, le / v -module à gauche 
algH™ dimxY (X,0 S i /v ) est engendré par la classe [l/z] = [l/(zi • ■ ■ z q )\ 
dont l'annulateur est l'idéal 

(zi ! ...,Zg,A^ 1 ,...,A" w ,a 3+ i > 0,. ..,a n > 0), 

et _/e à gauche Hy dlnixY (X,0;£-yy) est engendré par la 

classe [l/z] = [l/(zi ■ • ■ z q )] dont l'annulateur est l'idéal 

(z 1 ,...,z q ,Agl+ 1 ,...,A^,a q+1 > 0,...,a„ > 0). 

Démonstration. En vertu de la proposition 112.3.41 il suffit de traiter le 
cas du module alg jj^ dlmxY (x, O.rt/y). H est évident que la classe [l/z] 
est un générateur. Soit un opérateur d'ordre fini P(x, A) := ^ Q a a A a qui 
annule [l/z] . On peut supposer que a = (ai , . . . , a q , 0, . . . , 0). Il nous faut 
montrer que P(x, A) appartient à l'idéal à gauche engendré par z±, . . . , z q . 
L'équation P{x, A)([l/z]) = se traduit par une égalité dans ^[1/z] : 

P(x, A)(l/(* • • • z q )) = J2 7Z Y — 7w , «î > 1 , 

entre fonctions méromorphes, où les coefficients &j sont des fonctions de AL 
Mais : 

h = 6tA a * _1 '- ,a « _1 (l/(2!i Z,)) 

(Zl • • • Zi ■ ■ • z ç ) Q 

= b i A a i- 1 <-<<- 1 z i (l/(z 1 ---z q )). 

Il suffit de démontrer que l'opérateur P(x, A) — JL 6 i A ai_1: '" ,a< ! _1 2:j ap- 
partient à l'idéal (z\, . . . , z q ). Mais on a déjà vu dans la démonstration du 
lemme 112.3.51 que si un tel opérateur annule 1 / (z\ ■ ■ ■ z q ) comme fonction 
méromorphe, il appartient à l'idéal (A^zi, . . . , A q T z q ). ■ 

Lemme 12.4.2. — Pour X affine assez petit les V -modules : 

H c Y odi ^ Y (X,0^ /v ) et H? d ™x Y (X,@^ /v ) 
sont séparés pour la topologie m-adique. 

Démonstration. Commençons par le V- module H Y 3dlmxY (X, 0%-\). En 
vertu du lemme précédent, il faut montrer que si un opérateur P(x, A) = 
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S Q =o oo a a^™ appartient à l'idéal : 

(zi,...,2 g ,A^i L 1 ,...,A^",Q! ( j + i >0, ...,a n > 0) 
modulo m s pour tout s ^ 1, alors il appartient à l'idéal : 

(zi, . . . , z q , Aqft 1 A" n , a q+1 > 0, . . . , a n > 0). 

On peut supposer que P(x, A) = X) Q =o oo a aA a , avec a 9 +i = ••• = «„ = 
0. On a alors, pour tout s ^ 1, les égalités 

P(x,A)= 2 a a A ai -- a « = ^ 6 7;s A^ + ( 53 g î z î + 53Q /} A' 3 ), 

a— 0,oo 7—0,00 i—l 7 q [3 

avec des n-uplets /? en nombre fini tels que /3 ç +i > 0, . . . , j3 n > 0, où les 
coefficients b a - s sont dans m 5 ^. 

En vertu du théorème du symbole total 12. 4T2l on a les égalités : 

53 «..A" = 53 >,,,. il; .A" : • + 

a— 0,oo Qi ,. . . ,a q 

i ai,...,a q 

où les coefficients qi, a sont ceux de Q^. Si on écrit cette égalité sous la 
forme : 

53 A- "-x. 53 A"--^6' Qli ...^ A .... 0:s + 

a— 0,oo Qi ,. . . ,a q 

+ 53 53 A ai -- a «g' iiaij ... iaït0j ... t0 z i , 

i ai,...,a q 

on trouve que les coefficients a' a appartiennent à l'idéal [z\, . . . , z q ) modulo 
tn s pour tout s ^ 1, et qu'ils appartiennent donc à l'idéal (z\, . . . , z q ). 



En vertu du théorème du symbole total I2.4T2T pour X assez petit, le V- 
module Hy d[mxY (X, ^ rf/v ) est isomorphe au F-module H™^* Y (X x fc 
A%, 0/$-*%-y) qui est séparé pour la topologie m-adique en vertu de ce qui 
précède. D'où le lemme [T2.4.2I ■ 

Supposons que X est affine et soit u : — > un relèvement de i et 
x = (y, z) un système adapté à u. Nous avons vu en 110.2.21 que le module 
de transfert ^j^t_>. f/t/y es ^ un t/y~ moo -ule à droite engendré par u. 
Et, nous avons vu en 110.5.21 que le module de transfert ^ \-^^y v est un 
^L-t / y-module à gauche engendré par dyu[dx)* , où (dx)* est la base duale 
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de dx = dx\ ■ ■ ■ dx n . Un élément Pdyu{dx)* , considéré comme morphisme 
de i <j$rt /v ~* uoyï /y, opère comme dyu t P{dx)* : 

■-1 ( dx Y --I/o u0 ! p /n d V 

* w .rt/y î L'art /v ^ <-Vt/y w^t/y 

Un tenseur élémentaire de ^^rt^-^t/y ®® f ^J^t-^rt/v s'écrit comme 
Pdyu(dx)* 55 uQ. Au générateur dyu(dx)* ®udu bimodule on associe la 
classe [1/z] = [l/(zi • • • z q )] dans M'y (^^- t ,y)- On définit l'application : 

(*)u,z, y ■ iv ®s- ! L r/v ®&\->ar\/v) ~^ ^y(^rt/y) 

par linéarité par : 

Pdyu{dx)* ®uQ^f P[l/z 1 ■ ■ ■ z q }Q. 

Lemme 12.4.3. — L'application (*) u ,z,y est un morphisme bien défini 
de {S>\ z y v ,'^l r y v )-bimodulea. 

Démonstration. Il faut montrer que si une somme finie ^ Pdyu{dx)*®uQ 
est nulle dans le produit tensoriel. alors la somme P[^l Z ]Q es t nulle dans 
la cohomologie locale. La question est locale. En vertu du lemme 112.4.21 
il suffit donc d'établir que la réduction ^P s [\/ z s ]Q s modulo m s est nulle 
pour s ^ 1. On est ramené ainsi à démontrer le lemme [12.4.31 modulo m s 
pour tout s ^ 1. 

Soient P s = Y. a ,p ^y B ^z s a a,0 et Qs = Y, a ,p b cP^y s ^î s des opérateurs 
différentiels tels que P s dy s u s {dx s )* ® u s Q s est nul. Si a a> p ou b a ^ appar- 
tiennent à l'idéal (z s ), alors 

A% t A% a a a ,pdy a u a (dx a )* ® u a Q a et P s dy s u s {dx s )* <g> u a b a ^Ay B Al B 

sont nuls, et 

A° t A^a a , p [l/z a ]Q a et P a [l/z a ]b a ,^ s A^ 

sont nuls aussi. On peut donc supposer que les images par u s des coefficients 
a Qj( 3 et & Qj/ 3 sont non nuls. Le module de transfert @y,-*x,/v, es ^ un S> Ys /v s ~ 
module à gauche libre, les opérateurs u s A@ formant une base, et de même 
le module de transfert @x a <-Y s /v a es ^ un ^Y s /v s ~ mo ^ LV ^ e à droite libre, les 
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opérateurs dy s u s A^(dx s )* formant une base. On a alors les égalités : 

U S Q S = X)Q«.l9«- A «. : = J2(J2 Us «^ A Vs) UsA i 

a 

et 

P 3 dy s u s (dx s )* = 

= ^dy s u s A f3 Z3 {dx s )*P s ^ :=5^dy,u,Af j ,(da?,)*(5^A°u a (a a , j9 )). 

a 

La nullité du tenseur P s dy s u s (dx s )* <g> u s Q s est équivalente à la nullité des 
produits P s ,/3Qsrc Si l'on pose P s ^ := J2 a ^y 3 a a ,0 et Q sn := J2 a ''«jA^ 
on a les égalités : 

P s [l/z s ]Q s = ^ Af 3 P s ,^[l/2 s ]Q s , 7 A2 s = Y, K^pQ^/^Al = 0. 

Un raisonnement similaire vaut pour une somme finie 

^ P s dy s u s (dx s )* (g> u s Q s . ■ 

Lemme 12.4.4. — Pour u fixé le morphisme (*) u :— (*) u ,z,y ne dépend 
pas du couple adapté {z,y). 

Démonstration. Si (z',y') est un autre couple, on a dans ^- t< _^t/y 
l'égalité : 



dy' ®u® {dx'Y = àei(d z >z)dy ®u® (dx)*, 

t/i 



où d z 'Z est la matrice d z 'Zj. On doit montrer l'égalité dans J^i^^i , y ) : 



[l/z')=det(d z ,z)[l/z}. 
Il suffit de montrer cette égalité dans Jf°y(0%-1 /y). 

Lemme 12.4.5. — Sous les conditions précédentes, on a l'égalité dans 

[1/z'} =det(d z ,z)[l/z}. 

Démonstration. La question est de nature locale. Nous allons raisonner par 
récurrence sur q ^ 1. Supposons que q = 1, alors z' = az et z = a'z' ; cela 
montre que det(d z >z)(l/z) = 1/z' + ad z ia' et donc [1/z'] = det(<9 Z '2:)[l/z]. 
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Supposons que q Jï 2 et que Z\ = z[ . Considérons la suite exacte : 

->■ O^t/y 4 Ojrt/v Ojtf/v/z! -)• 0. 

En vertu du théorème de pureté 112.3.11 on obtient une suite exacte : 

art/y /zi) — > ^^(O.rt/y) ^y(C,rt/y) 0. 

Notons Z2,...,Zq les classes de 22 , • • • , z q dans le quotient par zi , et de 
même notons z' 2 , . . . , z' q les classes de z 2 , • • • , z q dans le quotient par z\ . 
Comme zi[l/z'] = zidet(d z >z)[l/z] = 0, il suffit de montrer en vertu de 
l'hypothèse de récurrence que la classe [1 / z] provient de la classe [1 /z 2 • ■ • z q \ 
par le morphisme de connexion et que la classe det(d z > z)[l / z] provient de 
la classe det(d z iz)[l/z2 • ■ • z q ] par le morphisme de connexion. En considé- 
rant le complexe de Cech du recouvrement affine {Ui,i = 1, . . . , q}, resp. 
{U[,, i' = 1, . . . , q}, où Ui, resp. U' v , est l'ouvert principal défini par la ré- 
duction modulo m de Zi, resp. de z'^, de X — Y à valeurs dans le faisceau 
structural, on voit effectivement que tel est bien le cas. 

Soient z = [z\ 1 . . . , z q ) et z' = (z[, . . . , z' q ) deux systèmes comme précé- 
demment. Alors, nous allons montrer que localement il existe un entier j, 
avec 1 ^ j ^ g, tel que {z'j, z%, . . . , z q } engendre l'idéal /y noyau de u. 
Considérons la suite exacte de Q<&\ /y-modules localement libres de type 
fini : 

-» Z^t/y/ï^t/y O&rt/v ®i- 1 0, r , /v * _1 ^.rt/y ^Vt/y -> 
et sa réduction modulo m : 

Considérons les réductions {f2) ■ • ■ 7 z q } modulo m et leurs différentielles 
{ciz2, . . . , <izq} au voisinage d'un point. Alors, il existe un entier j tel que 
les différentielles dz'j , dz-i , . . . , dz g forment une base du fibré conormal de 
Y dans X et, en vertu du lemme de Nakayama, les classes de Zj, Z2, ■ ■ ■ , z q 
forment une base locale du O^/fc-module Xy/^/Xç,^ Cela montre que lo- 
calement z\ est dans l'idéal (z'j, Z2, ■ ■ ■ , z q ), et que z\ est donc dans l'idéal 

{Zj,Z 2 ,...,Z q ). 

Quitte à réindexer, on peut supposer que j = 1. Notons par z" = 
(z", z'2, . . . , z q ) l'idéal (z[, z 2l . ■ . , z q ). Alors, en vertu de ce qui précède 
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on a les égalités : 

[1/ Zl - ■ ■ z q ] = detd z (z")[l/z'{ ■ ■ ■ z' g '] 

et : 

[l/4'---4']=det^(z')[lM ■•■<]• 

Mais comme det<9 z (V')det<9 z "(z') = det<9 z (z') modulo Z^t/y, on a bien 
l'égalité : 

[l/z 1 ---z q ] = detd z (z')[l/z[---z g ], 
ce qui termine la preuve des lemmes 112.4.51 et 112.4.41 □■ 

Lemme 12.4.6. — Le morphisme (*) := (*)„ ne dépend pas du relève- 
ment u de i. 

Démonstration. Soit u 1 un autre relèvement de i. En vertu de la lissité, 
on a la factorisation u = u'g, où g est un élément du groupe G^t ■ Soit (z, y) 
un couple adapté à u. Par construction, le couple (z',y'), avec z' := g{z) 
et y' := 3 (y), est adapté à u'. Si Pdyu(dx)* <S> uQ est un tenseur, on a 
l'égalité : 

Pdyu(dx)* ®uQ = P l g det(d z z')dy' 'u' \dx')* ®u'gQ = 

= P *g(l)3 _1 det(d z z')dy'u'(dx')* (g) u'flrQ. 

Donc, son image par le morphisme (*)«' construit à l'aide de u' est égale 
à : 

P*g(ï)g- 1 dBt(d,z')[l/z']gQ. 
En vertu du lemme précédent (112. 4. 5|) . on a l'égalité : 

[l/z]=det(d z z')[l/z'} 

et l'égalité : 

5 - 1 dct(9 z z')[l/^5 = «T^det^OtlAD. 

Mais en vertu du théorème 19.1.31 on a l'égalité *<?(1) = det(9 x g l (a;)). Or, 
par construction : 

detid^ix^g- 1 det{d z z') = 1 , 
modulo le noyau de u. On a alors l'égalité : 

P[l/z]Q = P t g(l) 5 - 1 det(a z z'[l/z']) 3 Q, 
qui montre que le morphisme (*) ne dépend pas du relèvement de i. ■ 
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Les lemmes précédents légitiment la définition qui suit. 

Définition 12.4.7. — Soient i :Y^X une immersion fermée de sché- 
mas lisses sur k et et des relèvement plats. On définit le morphisme 
/v ^.r+ / v )-bimodules : 

A-d)*(^-t/y) : **(^art<_9^/v ® ^t-^t/v) * (^.rt/y) — 

%,/v ^i?r y (# rt/y )[codim x r], 

comme le morphisme (*) précédent, défini localement. 

Théorème 12.4.8. — Pour s ^ 1, la réduction modulo m s du mor- 
phisme Adj* (^- t /y ) 

Adjt,,(^x./v.) : ù(9x.<-Y./v.®9r.^x./v.) ^ codimA ' y (^ s /vJ - 

~ Hry(^ Xs/y J[codimxF] 

est un isomorphisme. 

Démonstration. La question est locale. Soit un triplet (u, z, y) comme 
précédemment, oùi = (z, y) est adapté à u, et soit (u s , z s , y s ) sa réduction. 
Le morphisme Adj* s est défini par : 

P s dy s u s (dx s )* ® u s Q s h-> P s [l/z s ]Q s . 

On a un isomorphisme de ^x s /y, _m °dules à droite : 

J^(0 Xs/Vs ) ®o Xs/Vs ®x,/v, - •#?(9x./v.)- 
Tout tenseur s'écrit de manière unique comme somme finie : 

où 8 a est un élément de J4?y(@x s /v s )- L'action à gauche est définie par : 

D'autre part, tout élément 6 a est de la forme P a ([l/z s ]) pour un opérateur 
différentiel P a . Mais : 

AS.([1/*.]®1)= £ A«; fc [l/z s ]®A^ s . 

Cela montre par récurrence sur la longueur de a que Adj* s {@x s /v B ) es ^ un 
morphisme surjectif. 
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Comme on a l'égalité par construction : 

dy s u s (dx s )* (g> u s b a Ay s = dy s u s b a Ay s (dx s )* (g) u s , 

tout tenseur s'écrit comme une somme finie de tenseurs ^2 P a dy s u s {dx s )* ® 
u s A z où P a est un opérateur différentiel. L'image du tenseur : 

P a dy s u s (dx s )* <g> u s A* s 

par le morphisme Adj* s est égale à : 

P a {[l/z s )®Al). 

Tout opérateur différentiel P a s'écrit de manière unique comme une somme 
^2p Pa.pA^ où P a ^ est un opérateur différentiel en Ay s . Soit : 

J2 Pa,e&î B dy s u s (dx s )* ® u s Al 

un tenseur dont l'image par Adj'„ s est nulle. Nécessairement, Po.olll/^s]®!) 
est nul, l'élément Po.o appartient à l'idéal (zi, . . . , z q ), et cela entraîne que 
le tenseur : 

P fidy s u s (dx s )* ® u s l = dy s u s (dx s )* ® m s P ,o 
est nul. Par récurrence sur l'ordre en A Zs on voit que le tenseur : 

^P a ^A f3 z dy s u s {dx s )*®u s A a Zs 

est nul. Le morphisme Adj* s {3>x 3 /v s ) es t injectif. ■ 

Corollaire 12.4.9. — Si M s est un complexe de D + (& Xs /v,) à co- 
homologie O % s / Vs -quasi-cohérente, alors le morphisme : 

i \ L 

i*{@ Xs ^Y s /V s <8> @Y a -+X./V s ) ® e Jx s /v s M s -> 

-> RTy(9x./v.) ®®x s/Vs M s [codim x Y] -> RT Y {M s )[codxm x Y] 
est un isomorphisme. 

Démonstration. C'est une conséquence du théorème précédent et du 
lemme du way-out foncteur. ■ 

Nous n'utiliserons pas dans la suite de cet article le théorème précédent 
et son corollaire. 

À présent, nous allons construire, pour une immersion fermée i : Y — > X 
de schémas lisses sur le corps k, le morphisme de foncteurs Adj* entre les 
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foncteurs i^g et RTy [codimx^], annoncé au début de cette section. 
On rappelle que, sous les conditions du théorème de pureté [12.3.11 on a : 

RT Y (^ t/v )[coàim x Y} ~ M^(9^ t/V ) , avec q = œdim x Y ■ 

Lemme 12.4.10. — Si V- mî est un ^* x j ^y-module à gauche spécial et 
plat, il existe un morphisme : 

ln inf' 

de ii^t ^y-modules à gauche spéciaux. 

Démonstration. Soit U) un ouvert affine du site X. J f et soit un 
relèvement plat de la trace W de U dans Y. Le morphisme Adj^,(^ t , y ) 
pour le couple W^) fournit un morphisme de ^-modules à gauche 
par produit tensoriel : 

Par construction, le complexe de gauche est la valeur de * *dîfï ^inf sur 
l'ouvert W . Il faut voir que ce morphisme commute aux morphismes du 
site. Soient : U'^ — > W un morphisme du site, u un relèvement de 
l'inclusion W — > U et W'^ le produit fibré U 1 ^ x w t W', de sorte qu'on a un 
diagramme commutatif : 

w't A w f 



Si (z, y) est un couple adapté à u, le couple [z',y'), avec z' := r*z et 
y' := r*y, est par construction adapté au relèvement u' . Il en résulte un 
diagramme commutatif : 



VV'T /V ' 

où les lignes sont les morphismes Adj* et les colonnes sont les morphismes : 
Pdyu{dx)* <g> uQ H- ^Pr^dy'u'idx')* ® u!r*Qr*- x 

et 

P[l/z]g ! ^ r*Pr* _1 [l/2;']r*Qr 
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Par produit tensoriel, on obtient que le morphisme commute aux restric- 
tions. On obtient comme cela un morphisme défini localement. ■ 

Lemme 12.4.11. — Si X est séparé et si V^ nf est un complexe Q> x \ ,y- 
modules à gauche spéciaux et plats, il existe un morphisme de la catégorie 
J D((^t it/y ,Sp)-Mod) : 

jgptonxY^ ) ® vU-coàim x Y] -> Vl f . 

111 inf' 

Démonstration. L'extension V x ï f — ► j V est plate, et un injectif sur 
X? /V res ^ e donc injectif sur Vx.t f . Prenant une résolution injective de 
j V par des S> x \ yy-modules à droite, on réalise le morphisme : 

111 inf' 

dans la catégorie D((Vx? -Mod)). Rien ne dit alors que c'est un morphisme 
de la catégorie D((S) x f Sp)-Mod), car a priori on ne sait pas construire 

une résolution de 3> x \ i v par des bimodules qui soit injective à droite. 
C'est pour construire une résolution par des bimodules que l'hypothèse de 
séparation intervient. Soit B a un recouvrement de X par des ouverts affines 
au-dessus desquels Y est défini par des équations z\, . . . , z q . Notons j a j : 
B a .i ■= B a — V(zi) — > X l'inclusion canonique. Considérons le complexe 
de 'CechC'(B a ,i,@ x ï at/v ) : 

®xt t /v li^.ù&xUv ■ • • 

a, i 

En vertu du théorème de pureté 112.3.11 et du corollaire d'acyclicité I2.4.3| 
si X est séparé, le complexe C'(B a ,i, ^> x \ , v ) est une résolution par 

des (^ tf/v ,^t f/v .)-bimodules de e ^ odimxi '(^ tf/y )[-codim x F]. Le 

complexe tronqué cr^codim x YC' (B a .i, 3> x t est une résolution du bimo- 

dule J$fy° dlmxY ($> x ï /y)[~ codimxi^], et le morphisme de complexes qui 

provient du morphisme canonique cr^ co( ji mx yC*(S Q!i i, 5# x t ,y) — > @ x \ , y , 
à savoir : 

0-<codim x rC (B a>i , %> x t /v ) . -> Vl f , 

inf' X. C /V 



réalise le morphisme du lemme. 



Soit maintenant Ai\ ni un complexe de D b ((0 x t Sp)-Mod). Il admet 
une résolution { par des modules spéciaux plats, d'où résulte par le 
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lemme précédent un morphisme canonique : 

Jf^ Y (^ xL/v ) ij^^gp Mit ML [codim^y]. 

Comme J£Ç odlmxY \@ x \ jy) est à support dans F, ce morphisme se facto- 
rise nécessairement par RYy (A4} nf ) — » A^J nf . Il en résulte le morphisme : 

^ odhnxY {^ xlt/v ) f/v>Sp xLi -> J Rr y (xt nf )[codim x y], 

qui composé avec morphisme du lemme 112.4.101 donne le morphisme : 
Adji(V< f ) : if S i* diS Ml nl Rr y (Mt nf )[codimxy]. 

Définition 12.4.12. — Soit i : Y X une immersion fermée de sché- 
mas lisses et séparés sur k. On définit le morphisme Adj*(.Mj nf ) pour tout 
complexe M.\ n{ delà catégorie D b ((S$ x f Sp)-Mod) comme le morphisme 

précédent de la catégorie D + ((S) x f j v , Sp)-Mod) : 
Adjt(V< f ) : i? S i* diS Ml { RT Y (Mlj[codmi x Y]. 

Remarque 12.4.13. — Le morphisme Adj^(^^- t y y ) n'est pas un iso- 
morphisme, même sur K. Mais nous allons montrer qu'il induit un isomor- 
phisme dans le cas géométrique Ad\ nf = O x \ /v 

Théorème 12.4.14. — Si X est un schéma lisse et séparé sur k, le 
morphisme AdH(O x ^ {/v ) : 

if*ï> m O xL/v RT Y (O xUv )[œdïm x Y] ~ M^ dimxY (O xL/v ) 

est un isomorphisme de ^ x \ ^-modules à gauche spéciaux. 

Démonstration. En vertu du théorème 110.5.71 on a un isomorphisme 
canonique de i^y-t ^-modules à gauche spéciaux : 

Oy^t/v — l diff Ox^/v- 
Il suffit donc de montrer que le morphisme : 

est un isomorphisme de S> x f ^-modules à gauche spéciaux. La question 
est locale, et l'on peut supposer que X est affine. Soient i2T^ un relèvement 
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plat de X et un relèvement plat de Y. Par construction, il suffit de 
montrer que le morphisme : 

est un isomorphisme de ^^ t/ y-modules à gauche. Mais le £i^ t yy-module 
j^o îmx (Oj- t m) est localement de type fini, dont les générateurs lo- 
caux sont donnés par la classe [1/z] pour un système z = (z\, . . . , z q ) de 
relèvements des équations de Y. D'autre part, le â^-t / y-module à gauche 
^srt^-^t/y ®® + /V es ^ en g en d r é localement par dyu(dx)* ® 1 pour 

un relèvement u de l'immersion i et un système x — (y, z) adapté à u. On 
voit que le morphisme Adj* (O^-t /y) envoie le générateur dyu(dx)* ® 1 au 
générateur [1/z] dont l'annulateur annule aussi dyu(dx)* ®1. Le morphisme 
Adj* (O^rt/v) est nécessairement un isomorphisme. ■ 



De la même façon, on construit le morphisme Adj* (w^t /y) et on obtient 
le théorème qui suit. 

Théorème 12.4.15. — Le morphisme Adj* (u x t /y) : 

zf ff iJiffW^/v -> Hr y ( Wx t if/ y)[codim Jc y] ~ ^ y codimxF (^t if/ y) 

est un isomorphisme de ^-modules à droite spéciaux. 

Remarque 12.4.16. — Les résultats précédents valent sur l'extension 
V — > K et nous aurons surtout à les utiliser dans ce cas-là dans l'article 
présent. 



12.5. La comparaison entre la cohomologie locale et l'image 
directe dans le cas d'une immersion fermée. Le morphisme 
de foncteurs Adj* 

Lemme 12.5.1. — Soient i : Y X une immersion fermée de schémas 
lisses sur k, et et 5£* des relèvements plats de Y et X. Alors, les 

modules Tor- J /v (^^t-^-t/y ^jrt^-^t/y) son ^ nu ^ s P our 3 codim^i^. 

Démonstration. La question étant locale, on peut supposer que X est 
affine. Soit u un relèvement de l'inclusion i et soit x = (z\, . . . , z q , y) un sys- 
tème adapté à u. Considérons le complexe de Koszul K ^ /y 2l > ■ ■ ■ > z q)> 
où l'action des z se fait à gauche, augmenté vers ^it-s-^t/y P ar P ^ u ^ > - 
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C'est est une résolution par des i y-modules à droite de ^J-t-^t/y en 
vertu du théorême ll0.2.3l et du lemme fTO.2.61 II suffit maintenant de démon- 
trer que le complexe K(^^.^^ v ,zi, . . . , %)®^t ® x\+-&\ jv est concen tré 
en degré — codimx^- Mais c'est un complexe de 0%-\ /y-modules à gauche, 
et l'application symbole total : 

a(£(-i)H AÏ 6 Q ) :=£(-l) N rfc, 

a a 

est un isomorphisme Q %\ /y-linéaire, en vertu du théorème du symbole 
total 12. 4T2l II suffit donc de démontrer que le complexe : 

K({0^ /v [^,...^ n ])\z ll ...,z q ) (g) (CVt/v[Éi,...,en]) t 

(O.rt/v-Ki,-,^]) 1 ' 

est concentré en degré — codim^y, mais comme les objets de ce complexe 
sont sans m-torsion et de type fini sur (O^rt /y • ■ • > £n]) , suffit de mon- 
trer que la réduction modulo m de ce complexe est concentrée en degré 
— codimx^- Or, cela résulte du fait que l'immersion de Y A% dans le fi- 
bré cotangent T*X est une immersion régulière de codimension codimA'^-* 

Nous allons construire un isomorphisme canonique de (i^, t , y , ,y)- 
bimodules : 

^Tt/y — ^" or codimx V C^S^-^t/y ! ^jrt-j-^t/y )• 

Lemme 12.5.2. — Soit it un relèvement de l'immersion i et soit x = 
(z,y) un système de fonctions adapté à u. Alors, le morphisme P h-> P o 
dyu(dx)* est un isomorphisme de f^, t ^-modules à droite de ^^ t /y sur 
le noyau Ker(z, S^t-s-^t/y) du morphisme : 

^rt^yt/v > (^.rt-f-^t/y) 9 
Q 1 — ► (ziQ,...,z q Q). 

Démonstration. Comme les actions de S^y v et dezi, . . . , z q commutent, 
l'image de S)^,y v par le morphisme P n> P o dyu(dx)* est contenue dans 
le noyau Ker(z, -S^t^^t/y)- Le module de transfert 3^-t^^t/y es ^ un 
^^r t y y-module à gauche engendré par dyu(dx)* . Un élément Pdyu(dx)* 
opère par 

f(x)dxPdyu(dx)* = u(?P{f{x))dy, 

et ZiPdyu{dx)* opère par f{x)dxZiPdyu{dx)* = u{ t P{zif{x))dy. Si on dé- 
veloppe *P = J2 a aa , a '^y^z 1 011 trouve que ZiPdyu{dx)* est nul pour 
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i = 1, ...,q si seulement si les coefficients a a _ a i pour a' non nul ap- 
partiennent au noyau de u. Cela entraîne que le morphisme S>Jyy v — ï> 

Ker(z, ^^-t^^t/y) es t surjectif. D'autre part, si l'image d'un opérateur 
J2 a o. a Ay est nulle, l'action sur les monômes y a de cet opérateur est nulle, 
et l'opérateur est donc nul. Le morphisme du lemme est injectif. ■ 

En vertu du lemme précédent, pour tout triplet (u, z, y) on dispose d'un 
isomorphisme de ^-modules à droite : 

(*) : ^Wt/V ~ ^" 0r codim x i'(^l't_ i .,2't/V''^,^'t < _^t/y)- 

Soit v un autre relèvement de i qui donne la présentation de ^j^-t/y" 
modules à droite 

Mais u = vg pour un élément 5 du groupe Ç/^ t dont l'action fournit un 
diagramme commutatif : 

s! \ 



•Vt/y 



- rt 

7" or codim x y(^Vt^,rt/y ^^rt^-^t /y) ■ 
/ 

^"(^art /v z i> ■ • ■ ' z g) ® "t<_^-t /v 

Cette description montre que le morphisme (*) précédent ne dépend pas 
du triplet choisi (u, z, y) et fournit donc un isomorphisme canonique global 
de ^, t ^ y -modules à droite. En inversant les rôles de ^ ^g~r<-grt /y e * ^ e 
^yt->iK't/vî on m °utre que (*) est un isomorphisme canonique global de 
&ï /^-modules à gauche et donc le morphisme (*) est un isomorphisme 
de bimodules. 

DÉFINITION 12.5.3. — Soit i : Y X une immersion fermée de sché- 
mas lisses sur k, et ^ et des relèvements plats de Y et X. On définit 
l 'isomorphisme Adj*(^^ t /V) de (3$^y v , y y ) -bimodules : 

Adj*(< t 

/y) : /y[ c °dimx^] — > 



f/\ jv' ■ -"grî/v 

7" or codtoxr(^t^, 2 :t/y, ®X\+*\ /v )[codim x y] 



comme Visomorphisme (*) précédent. 
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COROLLAIRE 12.5.4. — Soit i : Y <^-> X une immersion fermée de 
schémas lisses et séparés sur k. Pour tout complexe M\ . de la catégo- 
rie D~ , v , Sp) il existe un isomorphisme canonique dans la catégorie 



D~{?U /v ,Sp) : 



Adj*(^Lf) ■■ A4 f [codim x F] ~ i* dm i? s M\ n{ . 

Démonstration. Soit W un ouvert affine de Y qui est la trace d'un ouvert 
affine U de X. Soient Wt et W des relèvements de W et de U. Si M in{ est 
un *2)y\ ^-module spécial, la valeur du complexe i diS i^ lff M.\ ni sur l'ouvert 
VV^ est par construction le complexe : 

dont la cohomologie est concentrée, en vertu des lemmes 112.5.11 et 112.5.21 
en degré — codiinx^, et dont la valeur est le faisceau 

^ or L"di'm x y(^wt^t/y''^it < _ w t/y) ®sl^ /v -^vvt- 

Il en résulte un isomorphisme de ^^^-modules à gauche induit par l'iso- 
morphisme Adj*(^ t/y ) : 

^Ivt ^Ifayti^t/y^Wft/^ ®< 7 v ^wt. 

qui commute aux restrictions du site Y^ nf . On a comme cela un isomor- 
phisme de Siïy\ ^-modules spéciaux : 

Adj*(-ML) : MUpodim x Y\ ~ i* dm i? s M} ul , 

qui se dérive trivialement. ■ 

On en déduit le corollaire suivant qui donne un cas où la cohomologie 
locale commute avec l'image inverse. 



Corollaire 12.5.5. — Soit i : Y X une immersion fermée de sché 
las lisses sur k. 
gauche spéciaux : 



mas lisses sur k. Il existe un isomorphisme canonique 3> y \ ^-modules à 



Démonstration. C'est une conséquence de l'isomorphisme Adj* (Ox? /v) 
et de l'isomorphisme du théorème 112.4.141 ■ 
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Autrement dit, les modules spéciaux à gauche : 

O yL/v et J^ odimxY (O xL/v ) 

se correspondent par les foncteurs image directe et inverse dans le cas d'une 
immersion fermée. 

De même, les modules spéciaux à droite uiy^/v e t J^Ç odlnixY (wx* /v) 
se correspondent par les foncteurs image directe et inverse dans le cas d'une 
immersion fermée. 

Remarque 12.5.6. — Dans le cas du site infinitésimal p-adique formel 
la correspondance précédente n'a pas lieu, aussi le module OyA /v se 
substitue avantageuseemnt au faisceau de cohomologie locale de F à valeur 
dans le faisceau structural 0x A /v- 

13. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham 
p-adique et le foncteur de dualité 

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que la cohomologie de de 
Rham p-adique sur le corps des fractions K varie fonctoriellement de façon 
contravariante pour les morphismes /. La fonctorialité sur V nécessite des 
changements dans les définitions. On note encore Z le produit Y X. 



13.1. La compatibilité des foncteurs image inverse topologique 

et différentielle 

Théorème 13.1.1. — Soit / : Y — > X un morphisme de schémas lisses 
et séparés sur k, et soit Ai\ nf un complexe de D b ((^^i j K , Sp)-Mod). Il 

existe un morphisme dR(f/K, M\ ni ) fonctoriel en M.\ nî ■ 

f^Rjfom (Ox^/jcMtj^RJfom (Oy^/x, /diffMnf) 

de complexes de D(Ky). 

Démonstration. Comme f^ 1 = i^ 1 o p~ 1 et /^ iff = o p^ iff . il suffit 
de considérer le cas d'une projection puis celui d'une immersion fermée. Le 
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joncteur p^ iS étant exact, le cas d'une projection est élémentaire. Il suffit 
de construire un morphisme entre faisceaux de Zariski : 

si TV^f et .Mj nf sont deux ^-modules à gauche spéciaux. Si Y et 

X sont affines et @rf et sont des relèvements f-adiques plats, le mor- 
phisme : 

t%X „— 1 fat t) -1 ^^ 

provient de la fonctorialité du produit tensoriel. Ces morphismes locaux se 
recollent de façon naturelle pour fournir un morphisme global dans le cas 
d'une projection. Prenant une résolution injective M\ nf — > l/ nf de M} nf par 
des ^-modules spéciaux puis une résolution injective de p^ iS I? nf par 
des ^-modules spéciaux, on trouve le morphisme du théorème dans 
le cas d'une projection. En fait, dans le cas d'une projection le résultat est 
vrai sur V, même sans l'hypothèse de séparation. 

Le morphisme du théorème précédent est défini chaque fois que le fonc- 
teur /ÎAj est exact. 

Le cas d'une immersion ouverte est élémentaire mais le cas d'une im- 
mersion fermée où le foncteur image inverse n'est plus exact est nettement 
plus profond, délicat et nécessite l'extension V — > K et l'hypothèse de sé- 
paration. Pour cela, nous allons d'abord définir le foncteur de dualité pour 
la catégorie des modules spéciaux et montrer la compatibilité du foncteur 
dualité avec le morphisme image directe pour une immersion fermée. 



13.2. Le foncteur dualité et le théorème de dualité pour une 

immersion fermée 

Soit i : Y — > X une immersion fermée de schémas lisses sur k. 
Lemme 13.2.1. — Si Vl n{ est un 3r x \ ^-module à gauche spécial et 
plat, le faisceau Tor^ lnf ( w y;t 'Ciff^mf) es * a ^ ors nu ^ pour j ^ 0, 
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et il existe un isomorphisme canonique de faisceaux de Zariski : 

"yL /v «H V v * -^Y odimxY ^L/v) «H Lf/v 

Pour tout complexe M inî de la catégorie D~((@ x j /y Sp)-Mod) il existe 
un isomorphisme canonique de la catégorie D~ (V\ 



Y) 



^t f/ <g> îdiff-^L - RV y{u x Ijv) <8> Mj ni [codim x Y}. 

Démonstration. La première assertion étant de nature locale, on peut sup- 
poser que X est affine et que 5£\ ^ sont des relèvements plats de X et 



L t 

Y. Le complexe w v t <8>ô>t o i%,<r 'PLt se représente par le complexe 

inf/V -"Yl t /V'° P 



En vertu du théorème 112.4.151 il existe un isomorphisme canonique : 

i,(w^-t /y ^ ^t->.,rt/y) — -Rry(a; J ;t / y)[codimxF]. 
Mais en vertu du théorème de pureté 112.3.11 on a l'isomorphisme : 

firy( w , rt/K )[codim x r] ~ ^ codimxy ( w , rt/ y). 

Comme Plg-f est plat sur ^L-t/y P ar hypothèse, les faisceaux de torsion 



Tor^ (o^-t/y, îjjiff ^irt) son ^ nu ^ s P our j ^ et. pour j = 0, on a 

l'isomorphisme : 



qui se globalise naturellement dans le cas non affine 



Prenant une résolution de M.\ n f par des %iï x \ ^-modules à gauche spé- 
ciaux plats, on trouve l'isomorphisme canonique de complexes de Zariski : 

□ 

Corollaire 13.2.2. — SiA/"J f est f^-t ^-module à gauche spécial, on 
a un isomorphisme : 



"y^/v «H f/v ,s P ^Lf - ^K^/v) «H Lf/v ,s P if*^ 
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Démonstration. C'est une conséquence de la proposition précédente et de 
l'isomorphisme du corollaire 112.5.41 

Lemme 13.2.3. — Soit X un schéma lisse sur k et soit M in{ un Q> x \ 
module à gauche spécial. Alors, le faisceau M'om^^ (-^Lf > /y) es * 
un 9) x \ ^-module à droite spécial. Autrement dit, le fondeur de dualité : 

A4 f - œom^ /v {Ml v & xUv ) 

est contravariant et exact à gauche de la catégorie (2# x i y y ,Sp)-Mod des 

modules à gauche spéciaux dans la catégorie Mod-(^] f t ./y^Sp) des mo- 
dules à droite spéciaux. 

Démonstration. Par construction, l'action géométrique (jj) de G x j f sur 
ifom^t (Ail nf , se fait à travers le morphisme Inv : Gx f f — ^ 

Qr x \ i v qui associe à g l'opérateur différentiel g -1 . □ 
Proposition 13.2.4. — Si X est séparé sur k, le fondeur de dualité : 

se dérive en un fondeur de la catégorie dérivée D - ((^J f t y V , Sp)-Mod) vers 
la catégorie dérivée D + (Mod-(^J f t j v , Sp)), fondeur que l'on note : 

Ml^RJTom 3 * (A4f,^.t jy)- 

-"x\ f /v ,nf/ 

Démonstration. Il faut montrer qu'un 3> x \ ^-module à gauche spécial 
admet une résolution à gauche par des modules à gauche spéciaux qui sont 
acycliques pour le foncteur dualité. 

Soient un ouvert du site X- f et j : W — > U un ouvert affine de U. 

lui •* 

Le j y-module à droite Jfom^t i3^w\w/v , ^W /v^ es ^ i somor Ph e à 
3*@ui\w/v -P° ur 'l 116 I e /y-module à gauche ji-^tiwyy so ^ ac yclique 
pour le foncteur de dualité, il suffit que les images directes R l j^^^, w ,y 
soient nulles pour 1^1. Pour cela et en vertu du corollaire 12.4.3) il suffit 
que W soit affine assez petit et que la trace sur W d'un ouvert affine reste 
affine : et c'est cela qui demande l'hypothèse de séparation. Si donc U est 
séparé, tout ^ t ^-module à gauche est quotient d'un module acyclique 
pour le foncteur de dualité, et la méthode de la démonstration du théo- 
rème [TQTT72] montre que tout $> x \ yy-module à gauche spécial admet une 
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résolution à gauche par des modules à gauche spéciaux qui sont acycliques 
pour le foncteur dualité. □ 

Notation 13.2.5. — On note ID y ± le foncteur de dualité décalé : 

^t t {M]*) >.= RM?om*£ {Ml v ^ xK/v )[àimX]. 
Le foncteur de dualité est aussi défini sur K. 

Proposition 13.2.6. — Si X est séparé, il existe un morphisme cano- 
nique de la catégorie dérivée des modules à droite D + (Mod-(^j f t j K , Sp)) 

£V : U xlt/ K RTy /k) [2codim x r] . 

Démonstration. Soit : 

Ei : RT Y {O x i i/K ) -> Ox^/k, 

le morphisme canonique de la catégorie D b {{@ x \ , K , Sp)-Mod). En duali- 
sant sur K , on trouve un morphisme : 

Rjfom 8 » (O xL/K , & x} /K ) -> R J^om Sp (RT Y (O x ^ /K ), & x} /K ). 

Le complexe de gauche est canoniquement isomorphe à uj x J /k[~ dimX]. 
Le théorème suivant permet de montrer que le complexe de droite est ca- 
noniquement isomorphe au complexe : 

i?ry(wjt f / K ) [2codimjf Y — dimX], 

ce qui fournit le morphisme de la proposition. □ 

Théorème 13.2.7. — Soit X un schéma lisse et séparé sur k et soient 
i : Y c -ï X un sous-schéma fermé et lisse et A4} nf un complexe de la 
catégorie D~((@yi Sp)-Mod). Alors, il existe un morphisme fonctoriel 

canonique de dualité de la catégorie D + (Mod-(@ x i / v , Sp)) : 

Y Lt /v x Li/ v 
De plus, le morphisme de dualité est un isomorphisme pour tout complexe 
parfait M in{ . 

Démonstration. Soient W un ouvert affine de ^ inf , W = U H Y et un 
relèvement de W. 
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La restriction à tfi du complexe i^ lS RJ$?om S 3 (-^inf j /y) es * ^ e 



complexe : 



t \ inf ' Y^ , IV ' 



La restriction à £^ du complexe HJ^om^ (i dlff A4j nf , t /y ) est 
par définition le complexe de modules à droite : 

W' IV 1 yyt /V 

Soit "P^yt — > -Mj^* une résolution à gauche de A^j^,* par des -S^t/y" 
modules à gauche qui sont somme directe de modules élémentaires. Alors, 
on a un isomorphisme dans la catégorie dérivée : 

Le morphisme du produit tensoriel fournit un morphisme canonique : 

^Wt/V !^ 4 , wt/v 

' v WT y ^ 

Par fonctorialité, on a un morphisme canonique : 

i*jTom (Pwt'-^yvt-^t/y) 

Le morphisme précédent suivi du morphisme AdjJ,(ii^ t ^) fournit un 
morphisme : 



wt/v 

w / V w 1 /V 

-y RJtom (i*9h<-wvv ® ^t.^^'f^f/y)) 

Le morphisme canonique : 

^° dimxK] (</y) -> ^ t/y [codim x r] 
fournit un morphisme canonique : 
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wt/v 

RJfom (i*&L*-ift/v ® Pwt.^t/i/)Him X y] 



"wt/v 

D'où un morphisme canonique : 

i^RJfom (M w t,^ wyv ) (g) «Jvt-rt/t/v -> 
Kv ' wt/v 

— > RJifom <_ u \ /y ® M^,^ w /v )\coà.im x Y], 

qui est le morphisme de dualité DKAd^). 

En considérant la résolution canonique V' ni de M.} nf par des /y- 
modules à gauche spéciaux acycliques pour le foncteur de dualité, on voit 
que le morphisme local de dualité est la restriction d'un morphisme glo- 
bal de dualité E>i(M} ni ) parce que dans le cas d'un module élémentaire, 
de la forme Pu\\{@itf/y) pour un ouvert affine U) , les deux membres du 
morphisme de dualité sont concentrés en degré 0. 

De plus, le morphisme IDlfê^.y) : 

i*@w^W/v RJVom^ v (i*3>l t ^ wt/v ,3>l t/v )[codim x Y] 

est un isomorphisme en vertu du lemme 110.2.61 Cela montre la seconde 
assertion du lemme de dualité. □ 

L'isomorphisme du dualité précédent a aussi lieu sur l'extension V — > K . 

Corollaire 13.2.8. — Soient un schéma X lisse et séparé sur k et Y 
un sous-schéma lisse sur k. On a alors un isomorphisme canonique de la 
catégorie D~ (Mod-(^ t //c ,Sp)) : 

RT Y {ui x ^ {/K )[2coàmi x Y - dimX] ~ 

~Rj?om Sp (RT Y (O x t at/K ),^ x , ). 

X int /K 

Démonstration. En effet, on applique l'isomorphisme de dualité au fibré 
trivial O x i /k- en tenant compte des isoniorphismes des théorèmes 1 1 2 . 4 . 141 
et I12.4.15l "" □ 

L'isomorphisme du corollaire induit le morphisme de la proposition 
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En vertu de la proposition 113.2.61 on obtient par produit tensoriel un 
morphisme de la catégorie D(Kx) ■ 

w x t è> M\ nï -> RTy^xIjk) è> Ml nl [2coàim x Y}. 

Mais le complexe de gauche est canoniquement isomorphe au complexe de 
de Rham décalé vers la droite : 



Rjfom {Q x i JK ,M\ n{ )[àimX], 



inf / K ' S P 

alors qu'en vertu du lemme [T3.2.1l le complexe de droite est canoniquement 
isomorphe au complexe de de Rham décalé vers la gauche : 

R M'orna (0 Y i /K , i* dm M\ nî ) [dim X] . 

Cela fournit le morphisme du théorème 113.1.11 dans le cas d'une immersion 
fermée. ■ 

PROPOSITION 13.2.9. — Soient i : Y -> X une immersion fermée de 
schémas affines lisses sur k et i' : — ï un relèvement de i. Alors, le 
morphisme : 

£V : Uxlt/K -> i?r y (a; x t nf/K )[2codimxF] 

est représenté par le morphisme de complexes défini par v : 

i _1 (nVt/x ® ®l;y K )l dimX } "> i^h/K ® ^t_,rt /if )[dimX]. 

C art / k Ogn / k 

Démonstration. Voyons d'abord que u := i* définit un morphisme de 
complexes : 

u ■■ ^Jrt^t/x ® Sp*(£Vt/*) -> ^ codimxy (^;t /A -) ® Sp-(O rt/if ) 
par 

F®l«))iA'-'Af)fcH> Adj^(P (8) u) <8> *u(?7i A • • • A %), 

où *u est la différentielle de m et Adj*(Pg)w) := Adj* (^y K )(P ® «)• Ce 
morphisme représente le morphisme 

*t 
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Considérons alors le diagramme : 



jrom(j^° dim * Y (^,. /K ) g, Sp'(0^ t /jc), ^° dimxy (# rt/K )) 



-> Jifom 



qui est par construction commutatif . D'autre part, le diagramme suivant 
est aussi commutatif : 



Wom (^™ dim - y (# rt/ J <g> S P '(0 AVK ) , ^ mxY {9] ryK )) -, 



al 



RJfom (^t^t/K ® Sp'(O yt /jc) , ^ odimxY (# rt/x ))- 



-"&\/K 



Rjfom (J^ odimxY (^ /K ) <g> Sp*(0, rt/if ) , ^ t/K )[codim x F] 



y Rjfom (^t^t/x ® Sp'COyt/x) , ^ t/K ) [codim^y] 



ce qui montre que le morphisme : 

i~ 1 w x t if / if ->■ HTy(a; x t njE / Ji -)[2codimxVl 
est représenté par le morphisme de complexes défini par 
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^ y codim - F ( W , rt/K )[codim x y]. 



COROLLAIRE 13.2.10. — Soient f : Y ^ X un morphisme de schémas 
lisses et séparés sur k, fi : &^ — > J^Tt un relèvement de f et ML { un 
@yr\ , K -module à gauche spécial et acyclique pour /| iff . Alors, le mor- 
phisme 

f-'RJforn (O x f {/K , MjJ -> fi Jfom (O^y*, / d * iff Mjj 
est représenté par le morphisme de complexes : 

Démonstration. La méthode du complexe de Spencer du théorème 16.7.21 
montre le cas d'une projection. Le cas d'une immersion ouverte est élé- 
mentaire. Le cas d'une immersion fermée est conséquence, précisément, de 
la compatibilité 113.2.91 Cela montre que le morphisme 113.1.11 recolle les 
morphismes locaux que l'on peut construire à partir de relèvements. En 
particulier, le corollaire s'applique à chaque fois que le foncteur / d j ff est 
exact. ■ 

Remarque 13.2.11. — Les morphismes locaux précédents sont des mor- 
phismes de la catégorie dérivée, qui n'est pas un champ, et donc ne se 
recollent pas a priori, ce qui explique la nécessité et l'utilité du foncteur 
de dualité pour définir le morphisme 113.1.11 dans le cas d'une immersion 
fermée. Dans la pratique, le corollaire permet d'expliciter localement le 
morphisme précédent et c'est ce qui est utile. 

La même démonstration montre la compatibilité sur K du foncteur de 
dualité avec le foncteur image inverse pour une projection. 

Théorème 13.2.12. — Soient p : Y x k X -ï X une projection de 
schémas lisses et séparés sur k, et M\ f un complexe de la catégorie 
D~ ((^jft /x' Sp)-Mod). Il existe alors un morphisme fonctoriel canonique 
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de dualité de la catégorie L» + (Mod-(# t , Sp)) : 

De plus, le morphisme de dualité est un isomorphisme pour tout complexe 
parfait M in{ . 



13.3. La fonctorialité de la cohomologie de de Rham p-adique 

Nous allons déduire la fonctorialité de la cohomologie des résultats pré- 
cédents. 

COROLLAIRE 13.3.1. — Soit f : Y — s> X un morphisme de schémas 
lisses et séparés sur k et soit M.- mf un complexe de D b ((^ x t j K , Sp)-Mod). 

Alors, il existe un morphisme canonique DR(f / K, Ai} nf ) : 

R Hom (O x f (/K , M} n{ ) -> R Hom (0 Y t (/K , / d * iff M} n{ ) , 

qui est en fonctoriel en -Mj nf . 

C'est une conséquence du théorème 1 1 3 . 1 . 1 1 et du fait que la cohomologie 
globale est l'hypercohomologie pour la topologie de Zariski du complexe de 
de Rham p-adique local. 

Spécialisant au cas géométrique Ai} ni = jk et tenant compte du 
théorème 110.5.71 on trouve la fonctorialité de la cohomologie de de Rham 
p-adique pour un morphisme. 

Théorème 13.3.2. — Soit f :Y — !> X un morphisme de schémas lisses 
et séparés sur k. Il existe alors un morphisme canonique DR(f / K) : 

RUom (O x f {/K , O x f {/K ) -> «Hom {O y ^ /k , O y y K ), 
qui est transitif pour deux morphismes. 

Démonstration. Si Y —> X A Z sont deux morphismes entre schémas 
séparés et lisses sur k, le théorème 1 1 . 5 . 71 fournit des isomorphismes cano- 
niques : 

fSm (5di ff PzIjk)) - /diff (Ox^/k) * O yLjk ~ (g o f)* dm (O zL/K ). 

Reste à voir que le foncteur DR(—/K) est compatible avec la composition 
des morphismes. Considérons le diagramme commutatif où les morphismes 
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if ,i g sont les morphismes graphes de / et g et les morphismes p sont les 
projections naturelles : 




Y x k Z 



Par construction, le foncteur DR(—/K) est compatible avec la composi- 
tion de deux immersions fermées ou de deux projections. Reste à voir la 
compatibilité des morphismes du carré cartésien, c'est-à-dire l'égalité : 

(*) : DR{i g /K) o DR(p/K) = DR{p/K) o DR(i g /K). 

On a un premier diagramme commutatif : 

DR(Xx k Z/K) -+ RRom(RT ls(x) (0 {XXkZ)l!/K ),O iXykZ)L{/ ^ 



t <s P 



I)i?(FxXxZ/^)^fiHom(i2r 4g(yxX) (0 (yxXxZ) t nf/x ),0 (yxXxZ) t nf/x ), 



r t ,s P 

(YXXXZ)! JK 
k k 



puis un diagramme commutatif dont les morphismes horizontaux sont des 
isomorphismes : 



RUom(RT lg{x) (0 (XxZ) ï /k ),0 (XxZ) ï /k ) 

k k 

" I 



S 



RHom(RT ig( Y XX )(Oçy xXxZ) i , K ),0, YxXxZ) l j K ) 

k i. ml , , inr 



r t ,s P 



BHom(J^f(0 



(X) (XxZ)] ni /K)T yc i 



(x) (Oçyxx^/k)) 



r t ,Sp 



R^ 0m (^f(YxX)(®(YxXxZ)l n{ /K)>^^(YxX)(0(YxXx 



r t ,s P 



176 



ALBERTO ARABIA ET ZOGHMAN MEBKHOUT 



et enfin un diagramme 



RHom(^f(0 (XXfcZ)Lf/K ),^f(0 (Xx ^ )L/ ^)) <- DR(X/K) 



a f + ,s P 

(Xx fc Z)T nf /K 

RHom(^^ x) (0 (yxXxZ)l {/K ),^ d a ^ x) (0 {YxXxZ)i /K ))^DR(YxX/K), 

+ k k k k k k K 

^ t ,Sp 

(YxXxZ)l ,/K 
k k 

dont les morphismes horizontaux sont des isomorphismes et dont la com- 
mutativité entraîne la compatibilité (*). 
En effet, soit : 

une résolution par des & t -modules à gauche spéciaux et 

Pinf X x+ Df ~^ J (YxX)l t 

k 

une résolution par des Si] ,+ , -modules à gauche spéciaux, alors le 

(Yx k xy ial /K 

dernier diagramme se représente par le diagramme commutatif de com- 
plexes d'espaces vectoriels sur K dont les morphismes horizontaux sont des 
isomorphismes en vertu du corollaire 113.2.21 : 



t h 



Hom (^f(0 {XXkZ)j /K ),i^l' x , ) <- Hom (O x t /Jf ,2^ t ) 

®t t .Sp ,nt S» f t .Sp" mf 

(Xx fc Z)T nf /K X. T nf /K 

+ fc fc h v t ' lnf + k K i. '«« 

® f t ,Sp S> f + ,Sp 

(V X fe Xx fcZ) J nf / A' (y x k x)J n! /K 

où le morphisme vertical de gauche provient de l'isomorphisme de change- 
ment de base pour une projection 111.3.41 

La commutativité de ce diagramme implique l'égalité : 

DR{i g /K) o DR[p/K) = DR{p/K) o DR(i g /K) 

et donc l'égalité : 

DR(f/K) o DR{g/K) = DR(g o f/K). m 



Le théorème suivant résume ce qui précède. 
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THÉORÈME 13.3.3. — La correspondance DR{—/K) : 

Sms(fc) ~* D + {K) 

X - DR(X/K):=RKom {O x ^ /K ,O x ^ /K ) 

est un foncteur contravariant de la catégorie Sms(fc) des schémas lisses 
et séparés sur k vers la catégorie dérivée D + {K), qui étend le foncteur de 
Monskv-Washnitzer \6. 7.6] du cas affine. 

Remarque 13.3.4. — Sous la condition e < p h (p— 1), tous les arguments 
précédents se transposent pour le couple Q x \ f <-» S^t /y On n'obtient 
rien de nouveau pour la cohomologie sur K quand h ^ 0. Mais dans le cas 
h = 0, on obtient déjà la fonctorialité de la cohomologie sur V : 

Théorème 13.3.5. — Si e <p—l, alors la correspondance DR (— /V) : 

Sms(fc) ~> D + (V) 

X RRom (O x i [/v ,G x ï {/v ) 

est un foncteur contravariant de la catégorie Sms(fc) des schémas lisses et 
séparés sur k dans la catégorie dérivée D + (V). 

Démonstration. En effet, dans ce cas on peut considérer le complexe de 
Spencer Sp''°(O x i { /y) d'échelon zéro qui se construit en remplaçant le 
faisceau S> x \ i K par le faisceau $ x \ i v , qui est une résolution du faisceau 
structural, qui est alors un module de présentation finie. A partir de là tous 
les arguments se transposent. ■ 

Remarque 13.3.6. — D'autre part, si e < p — 1, la cohomologie de Rham 
p-adique d'échelon zéro du site infinitésimal formel doit être canoniquement 
isomorphe à la cohomologie cristalline sur V , et cet isomorphisme doit être 
fonctoriel. 



13.4. Le théorème de factorisation p-adique de la fonction Zêta 
d'une variété algébrique lisse sur un corps fini 

Nous allons appliquer la fonctorialité précédente, en fait dans une situa- 
tion plus simple, au morphisme de Frobenius d'une variété algébrique lisse 
sur un corps fini, morphisme plat mais non lisse, et en déduire l'expression 
cohomologique p-adique de sa fonction Zêta. 
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Définition 13.4.1. — Supposons que k est un corps fini ¥ q et notons 
f := f r ^ e morphisme de Frobenius relatif à ¥ q d'une variété algébrique 
lisse X sur ¥ q . On définit Fendomorphisme T de complexes de Zariski par : 

-» R,Jifom {OxIjk, fr* diS O x ^ /K ) ~ R,J>fom (0^ /K , O x t nf/K ), 

où le premier morphisme est celui du théorème \13.1.1\ et le second provient 
de l'isomorphisme canonique fr^ iS O x ^ /k — Cx f t /K du théorème \10.5.7\ 
On définit Fendomorphisme de Frobenius de la cohomologie de de Rham 
p-adique, et l'on note 

F 1 ■ H* DR (X/K, O xL/K ) H* DR (X/K, O xL/K ) , 

le morphisme induit en cohomologie par le morphisme F : 

RRom (O x l f/K , O xLf/K ) -> flHom (Ox^/k, Mm Ox^/k) - 

-«Hom (O xLf/K ,O xLf/K ). 

Lemme 13.4.2. — Si X\ U X 2 est un recouvrement ouvert de X, le 
triangle de Mayer-Vietoris de \6.5.9\ induit une suite exacte longue de coho- 
mologie de K -espaces vectoriels munis de Fendomorphisme F' : 

■■■^H' DR (X/K, O xL/K )^ 

-> H' DR {Xr/K, {Xi)L/K ) © H- DR (X 2 /K, {X2)L/K ) -+ 

-> H' DR (X 12 /K, {Xi2)L/K ) H'+KX/K, O xL/K ) -»■ • ■ ■ 

Démonstration. Soit RM'om^ ^ s p {@x! f /K>@x? { /k) ~^%x une 
solution injective par un complexe de Zariski de faisceaux d'espaces vecto- 
riels sur K. Alors, l'endoniorphisme T se prolonge en un endomorphisme T 
du complexe I x . On obtient alors un endomorphisme d'une suite exacte 
courte de complexes d'espaces vectoriels sur K, parce que les termes du 
complexe I x sont flasques : 

-> T{X,1' X ) T(X 1 ,1 X )®T(X 2 ,1 X ) ^T(X 12 ,1 X ) -M) 

o -> r(x,x^) t(x u i x )®t{x 2 ,i' x ) -^r{x 12 ,i' x ) ->o. 

La suite longue de cohomologie fournit le lemme. 
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COROLLAIRE 13.4.3. — Les endomorphismes de Frobenius F' sur la 
cohomologie de de Rham p-adique sont bijectifs. 

Démonstration. La suite longue de cohomologie du lemme précédent ra- 
mène la bijectivité de F' pour X aux cas de Xi, X2 et de X\ D X^. En 
raisonnant sur le nombre d'ouverts affines d'un recouvrement de X, on se 
ramène au cas affine, traité par Monsky dans [M2], sachant que localement 
les morphismes de Frobenius sont induits par un morphisme de complexes 
de de Rham. ■ 

Définition 13.4.4. — Si la variété X est purement de dimension dimX, 
on définit le nombre de Lefschetz L(X) comme la somme alternée des traces 
de l'automorphisme gradué de la cohomologie q dlmX (F*)^ 1 . 

Le nombre L(X) est bien défini comme un élément de K en vertu du 
théorème de finitude 16.6.21 [Me2] ■ 

Corollaire 13.4.5. — On a l'égalité L(X) = Nx(X), où Ni(X) est 
le nombre de points F q -rationnels de X. 

Démonstration. En considérant un recouvrement de X par des ouverts 
affines et en raisonnant par récurrence sur le nombre des ouverts affines du 
recouvrement, la suite longue de cohomologie du triangle de Mayer-Vietoris 
réduit la formule des traces N\(X) = L(X) au cas affine, traité dans [M2], 
puisque les deux nombres sont additifs pour deux ouverts. ■ 

Soit V — > V une extension finie d'anneaux de valuation discrète complets 
de corps résiduels parfaits. Notons (k' , K' , X') le triplet obtenu à l'aide de 
ce changement de base à partir du triplet (k, K, X). 

Lemme 13.4.6. — Soit V — > V' une telle extension. Alors, le morphisme 
canonique : 



RRom (O xL{/K , O xLf/K ) ® K' -> RRom (O x , Lf/K ,,O x , l{/K ,) 



est un isomorphisme. 

Démonstration. Dans le cas affine, la cohomologie de de Rham p-adique 
commute au changement de base fini. La suite de Mayer-Vietoris ramène 



K 




le cas général au cas affine. 



On en déduit la première démonstration, à notre connaissance, de la 
factorisation p-adique de la fonction Zêta d'une variété algébrique lisse sur 
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un corps fini pour une variété algébrique lisse sur un corps fini, sans aucune 
autre restriction, ce qui constitue le véritable test de nos méthodes : 

Théorème 13.4.7. — Supposons que k est un corps fini ¥ q et que f = 
fr est le morphisme de Frobenius relatif à ¥ q d'une variété algébrique 
X lisse purement de dimension dimX. On a alors la factorisation de la 
fonction Zêta de X : 

z(x,t)= n p PÀX)i n p vàx) 

i impair i pair 

où P p ,i(X) := det(l - q dimX (F r )~ 1 t) e K[t] avec s$ i < 2dimX, est 
le polynôme caractéristique de q dlnlX (F 1 ^ 1 agissant sur la cohomologie 
H' l DR {X/K) := W DR {X/K,O xL/K ). 

Démonstration. Pour m ^ 1, soit V — > V m l'extension non ramifiée 
relevant l'extension ¥ q — > ¥ q ™. Par le lemme précédent, on obtient un 
isomorphisme : 

H* DR (X/K, O xL/K ) ® K K m ~ W DR (X m /K m , {Xm)l(/Km ) 
de JiT m -espaces vectoriels compatible avec l'action de (F l ) m . D'où l'égalité : 
^(— 1)' Tr ((q dimX (F 1 )^ 1 )™' , Hp^X/K, O x ^ { /k)) = L(X m ) = N m 

i 

où N m est le nombre de points de X à valeurs dans W q ™ , qui implique la fac- 
torisation de la fonction Zêta, par le raisonnement habituel, en comparant 
les dérivées logarithmiques des deux membres du théorème. ■ 

Comme nous l'avons dit dans l'introduction, cette factorisation était 
connue auparavant dans le cas affine ([M2]), complété par le théorème de 
fmitude [M^], et dans le cas propre et lisse par la théorie cristalline [B2]. 

Remarque 13.4.8. — Le morphisme de Frobenius n'est pas défini 
comme morphisme de complexes sur le complexe de de Rham fi^-t j K 
du site infinitésimal, parce que l'action de Frobenius ne commute pas à 
l'action du groupe Gx 1 ■ L'action de Frobenius n'est définie sur ce com- 
plexe qu'en catégorie dérivée, parce que ses faisceaux de cohomolo- 
gies £ xt* t (O x ï /k, O x f jx) sont isomorphes aux faisceaux de Zariski 

£xt*^ g (Ojt ^j K , O x f { /k)- On ne voit pas a priori comment définir 

globalement l'action de Frobenius sur la cohomologie à partir du complexe 
fi^t i K sans passer par la catégorie des complexes spéciaux. C'est le point. 
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14. La suite exacte de Gysin en cohomologie de de Rham 
p-adique et la classe de cohomologie d'un cycle 

Dans ce paragraphe nous allons établir la suite exacte de Gysin en co- 
homologie de de Rham p-adique sur K pour un couple Y C X lisse sur 
k, généralisant la suite exacte de Gysin pour un couple de variétés affines 
lisses ([Mi], [Me2]), et nous allons construire un morphisme gradué entre 
le groupe des cycles de X et l'algèbre graduée de la cohomologie de de 
Rham p-adique de X. Nous suivons la méthode, introduite dans le cas 
affine dans [Me2], qui consiste d'abord à montrer un résultat de compatibi- 
lité des images directes différentielle et topologique pour le foncteur de de 
Rham local. 

14.1. La compatibilité des foncteurs images directes topologique 

et différentielle 

Nous allons d'abord démontrer le théorème de compatibilité entre le 
foncteur image directe des modules spéciaux et le foncteur image direct du 
complexe de de Rham local. 

Théorème 14.1.1. — Soit / : Y — > X un morphisme de schémas lisses 
sur k, où X est séparé sur k, et soit À4 in f un complexe de la catégorie 
D + {{2>y^ /jr)Sp)-Mod). Alors, il existe un isomorphisme canonique de la 
catégorie D + (Kx) ■ 

RjTom^ , Sp (O x f nf/K , /f ff A4f) [dimX] ~ 

~ RURJfom^^ Sp (0 Y ï a{/Kl Mi f )[diraY]. 

^"inf I ^ 

Par construction, le foncteur image directe des modules spéciaux f* lS 
est le composé p^ lff o i^ lS du foncteur image directe dans le cas d'une 
immersion fermée et dans le cas d'une projection. Le foncteur Rf* est 
le composé Rp* o Ri*. Pour monter le théorème précédent il suffit donc 
de le montrer dans le cas d'une immersion fermée puis dans le cas d'une 
projection. 

Lemme 14.1.2. — Soit i : Y — > X une immersion fermée de schémas 
lisses sur k, et soient "P inf un @' x \ ^-module à droite spécial plat et M\ nî 

un ^-module à gauche spécial. Il existe un isomorphisme canonique 
de projection de faisceaux de Zariski de V-modules sur X : 

Pl ®,t ^; o ff Mit -> ù Mb) . 

inf' inf' 
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Démonstration. Soient U un ouvert affine de X et W sa trace sur Y. 
Soit tft un relèvement de U et W' un relèvement de W. Par définition, la 
restriction à U du faisceau de Zariski V^ n{ (8>^t i^o M-\^ est le faisceau 

®S ] **(^t<_yt | ■Myyt)- De même, par construction, la res- 
triction à [/ du faisceau de Zariski i* (i^g T-^f t -^Lf ) es ^ I e faisceau 

i*(i~ 1 'P^ t ® i -i^t ) ^t<-wt f -^vvt)- Le morphisme du lemme est 
le morphisme naturel de projection : 

•^W'/V wt/v *W/V Wt/V 

lequel est un isomorphisme puisque i est une immersion fermée. Cet iso- 
morphisme de projection est invariant par l'action du groupe Q u \ , et se 
recolle en un isomorphisme de faisceaux de V- modules sur X. ■ 

Comme le foncteur z^q est exact, l 'isomorphisme précédent se dérive de 
façon évidente en un isomorphisme de projection : 

inf' inf' 

pour un complexe M^ n{ de la catégorie D b (Mod-(^j c f ^,Sp)) et un com- 
plexe Ai} nf de la catégorie D + ((!3y\ Sp)-Mod). Appliquons l'isomor- 

phisme précédent au cas A/^ f = ^ v et tenons compte de Pisomor- 
phisme du théorème 110.7. Il On trouve l'isomorphisme de projection : 

et, en particulier, l'isomorphisme sur K : 

U *L/* ®®i] nf/K> Sp ^Mls ~> M^/K ®^; (/JÏ ,Sp M Lf) ■ 

Mais le complexe : 

inf ' 

est canoniquement isomorphe au complexe : 

R jeomj s p (°xL/k> t^ML) [dim X], 

^inf ^ ^' 

et la formule de projection précédente fournit l'isomorphisme du théorème 
I14.1.1l dans le cas d'une immersion fermée. 
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Considérons le cas d'une projection p : Y X — > X. Posons pour 
simplifier les notations Z := Y Xk X. Supposons d'abord que Y et X sont 
affines et soient et 3C^ des relèvements plats sur V de Y et de X . Alors, 
p^ lS Aij ni est canoniquement isomorphe au complexe : 

t L t 

et le complexe de de Rham de M\ ni est canoniquement isomorphe au com- 
plexe : 

L , 

v»ï Xv .rï/K ®# Ml rt ^ï[-dimZ}. 

Le morphisme de projection topologique : 

«art/* <É> Rp*(@h^* v a;yK ® ^t Xv .rt) -> 

est un isomorphisme. parce que le f^. t ^-module à droite lox^/k admet 
une résolution finie par des t ^ g -modules localement libres de type fini. 
Mais en vertu du théorème 110.7.11 l'image inverse : 

est canoniquement isomorphe à u)^\ Xv ^\ / K , ce qui fournit la compatibilité 
du théorème 114.1.11 dans ce cas-là. 

Supposons que X est affine et soit un relèvement V-plat de X. Le 
complexe p^ lS Ail ni se représente par construction par le complexe : 

P* Jiïorriç-!^ /k (q~ 1 Y ^ {/K ,R Yi l tX ,f;fÇl' zi ))[dimY], 

où X* t est une résolution de A4Î nf par des , K -modules à gauche spé- 
ciaux injectifs. La formule de projection fournit encore un isomorphisme : 

"art/jc <S> Rp*^om (q- 1 Y; l ! /KiRY i l if x.ri(Z' z f ))[dimY]~ 

~Rp*{p- 1 u 3n/K ®jeom {q- l O Y ? t , K ,R Y y tK3 r<{r z , )))[dimF]. 

Mais si Y est un ouvert affine et si Zj nf est un *3r z f ^-module spécial 
injectif, le faisceau : 
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Tor i " /K {p~ l UJ3CyK, ^° om q-i^ Y , /K (<T °Yl t /K, R Yl t xXï (^inf))) 

est en vertu du cas précédent nul si i ^ diniK, et l'on a l'isoniorphisnie 
local : 

Tor Aim Y yK (p~ l u.ryK^om {q' Y ^ { / K ,R Y ^ fX ^{ll nî ))) - 

z Lt /K 

qui se recolle naturellement en un isomorphisme global au-dessus de Y x X , 
fournissant ainsi l'isoniorphisnie du théorème dans le cas où X est affine. 

Le cas où X est affine montre que si I^ nf est un S> z ,^-module à gauche 

spécial et injectif, le faisceau de Zariski Torf x L^ K ' Sp (uj x i { /KiP^fi^l n f) es ^ 
nul si i =é dimy, et l'on a l'isoniorphisnie local : 

^dimY^' {^xl { /K,PÎfi1-Ll) ~ P* ^ om ^ , ,Sp( ^t /kA)> 

z Lt /K 

qui se recolle naturellement en isomorphisme global au-dessus de X. En 
prenant une résolution de -Mj n £ par des S) z /^-modules spéciaux injectifs, 
on obtient un isomorphisme de complexes qui représente l'isoniorphisnie du 
théorème 114. 1.11 dans le cas d'une projection. 



14.2. La suite exacte de Gysin en cohomologie de de Rham 

p-adique 

Nous allons établir d'abord l'analogue p-adique de l'isoniorphisnie de 
Thom, puis en déduire formellement la suite de Gysin. 

Théorème 14.2.1. — Soit une immersion fermée i : Y —5- X de schémas 
lisses et séparés sur k, de complémentaire j : U — > X. Alors, il existe des 
isomorphismes canoniques : 

H' DR 2codi ^ Y (Y/K) ~ H' DR , Y (X/K) 

dont on déduit une suite exacte longue de Gysin : 

-> H' DR 2codi ^ Y (Y/K) -> H' DR (X/K) -+ H' DR (U/K) -> • 
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Démonstration. En vertu du théorème 112.4.14) et c'est là le point crucial, 
on a un isomorphisme canonique de la catégorie D + ((2> x \ , K , Sp)-Mod) : 

iî iS Oyt n!/K ~ RT Y (O xLf/K )[codim x Y}. 

En vertu du théorème 114.1.11 appliqué à Ai\ n{ = O y ï /k dans le cas d'une 
immersion fermée, on trouve un isomorphisme canonique de complexes de 
Zariski : 

RJtfom^ /k Sp {O xL{/k ,RT y {O x1{/k )) ~ 

~ flAm^t Sv {Oy^ /Kl O Y ij K )[-2coàim x Y]. 

L'hypercohomologie du membre de droite calcule par définition les espaces 
H' D - R 2codimxY (Y/K). 

En vertu de la proposition I12.2.21 on a un isomorphisme canonique de 
complexes de Zariski : 

R jeom& _ iSp (O x t /K ,RT Y (O xL[/K )) ~ 

^inf 

- RTy{RJfom^ Sp (O xL/K ,O xL/K )). 

inf ' 

L'hypercohomologie du membre de droite calcule par définition les espaces 
H DR y(X/ K), ce qui fournit les isomorphismes de Thom. 

Soient j : U — > X le complémentaire de Y et le triangle de cohomologie 
locale : 

RT Y {O xLjK ) -> O xL/K -> Rjf3^0 xLjK -> , 

qui est un triangle distingué de la catégorie D + ((S) x f , K , Sp)-Mod). En 
vertu de la proposition I12.2.21 on a un isomorphisme canonique : 

- i2Hom ^t, af/JÏ ,Sp( c/t i( /if , O^/jf ). 

On en déduit le triangle distingué de la catégorie D + (K) : 
JlHom^ ^ Sp (0 Y i {/K ,0 Y f ni/K )[-2codim x Y] -> 

-> flHom^^ , Sp (Oxt nf //f,C?xt nf //f) -> 

dont la suite longue de cohomologie fournit la suite exacte de Gysin pour 
le couple Y C X : 

■ ■ ■ -> F^ 2codimxr (y/if) h' dr {x/k) -> ir DR {u/K) -» • • • - 
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Remarque 14.2.2. — Le lecteur prendra garde à ce que la suite exacte 
de Gysin n'a pas lieu pour la cohomologie de de Rham p-adique du site 
infinitésimal formel. 



14.3. La classe de cohomologie d'un cycle 

Soient X un schéma séparé et lisse sur k et Z un sous-fc-schéma intègre de 
X. Notons sing(T) le lieu singulier du schéma réduit associé à un schéma 
T. 

Théorème 14.3.1. — Si le corps de base est parfait, sous les conditions 
précédentes le morphisme de restriction : 

H 2 D c ° d[mxZ {X/K) ->• H 2 D c ° d[mxZ {X - smg(Z)/K) 

est bijectif. 

Démonstration. Comme Z est localement de type fini sur k, le lieu sin- 
gulier sing(Z) est fermé en vertu du critère de Zariski, et la suite sing(Z) D 
(sing(singZ)) . . . est strictement décroissante. Si le corps de base k est par- 
fait, le lieu non singulier coïncide avec le lieu lisse sur k et Z — sing(Z) est 
lisse sur k. En considérant la filtration X — sing(Z) C X — sing(sing(Z)) . . . , 
on se ramène à supposer que sing(Z) est lisse sur k. 

Pour un sous-schéma fermé Y de X, lisse sur k, on a H l DR Y (X/K) = 
pour l < 2codimxy. En effet. Hp R Y (X/K) est par définition l'hyperco- 
homologie du complexe de Zariski : 

RT Y (RJifom^ /K!Sp (O x l t/K ,O x t at/K )) ~ 

~ RJfom^^ Sp {O x t nf/K , RT Y (O x t n{/K )), 

qui est isomorphe, en vertu des résultats précédents, au complexe : 
R^fom^ /K , Sp (°Yl { /K, Oy 1 t f/ii r)[-2codimxF]. 

La suite exacte de cohomologie locale du couple sing(Z) C X : 
H drXzU X I K ) -+ H 2 D c f™* z (X/K) h- H 2 D c ° di ^ z (X-smg(Z)/K) -> 



montre le théorème, puisque 

2codimx2' < 2codim^Z + 1 < 2codimxsing(Z) . 
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Définition 14.3.2. — Soit X un schéma séparé et lisse sur k. 

1) Si Y est un sous-schéma fermé de X lisse sur k, on définit la classe 
de cohomologie c£(Y) de Y comme l'image du morphisme identique 
de Oyï jk par le morphisme canonique : 

Hom (Oy L/K , O yL/k ) =: H° DR {Y/K) ~ H 2 D C °*™* Y (X/K) h- 
& h Df /«' Sp -> H 2 D c ° d[mxY (X/K). 

2) Si le corps de base est parfait, on définit la classe de cohomologie 
c£(Z) d'un sous-schéma Z intègre comme l'image inverse par l'iso- 
morphisme du théorème précédent de la classe de cohomologie de 
Z - sing(Z) dans H 2 D c ° dimx z \x - smg(Z)/K). 

La classe c£(Z) est donc un élément bien défini de H 2 ^° dinix z (X / K) , 
dont l'image dans H^ d[mxZ (X - Z/K) est nulle. On obtient donc par 
linéarité un morphisme gradué : 

d: C'(X)^H 2 D ' R (X/K) 

entre le groupe des cycles de X et le if -espace gradué de la cohomologie de 
de Rham p-adique de X. Naturellement, on s'attend à ce que l'intersection 
des cycles soit compatible avec la composition des classes de cohomologie. 



15. Le lemme de Poincaré et la formule de Kûnneth pour 

l'espace affine 

Soient X un schéma lisse sur k et p : X AJJ — > X la projection 
de l'espace affine au-dessus de X sur la base X. Nous allons déduire du 
théorème de compatibilité [14 . 1 . 1 1 le lemme de Poincaré, qui est aussi un cas 
particulier de la formule de Kûnneth. 

THÉORÈME 15.0.3. — Soit Ml n{ un @' x \ ^-module à gauche spécial 
parfait. Il existe alors un isomorphisme canonique : 

de complexes spéciaux. 

Démonstration. Par récurrence, on peut supposer que n = 1, que t est 
une coordonnée sur A\ et enfin que Ay est le relèvement associé d'algèbre 
Cela entraîne que, pout tout ouvert W , les images directes supé- 
rieures topologiques R^^p^ sont nulles pour 1^1. En effet, locale- 
ment sur la base, p^ iS M- { admet une résolution finie par des sommes finies 
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du module ^^^^ , R qui est acyclique pour le foncteur p*, en vertu 
du théorème du symbole total et du théorème d'acyclicité. Cela entraîne 
que, pour tout ouvert 1Û , le complexe P* lff p^iff se représente par : 

P*P*diS ^P*P&fiM f w ®o u t Xv .^i, / K n Wx v A\ r /W/K 0. 

On en déduit un morphisme : 

Ml ^pf s P * die Ml[-l], 

et il s'agit d'établir que c'est un quasi-isomorphisme. Le complexe précédent 
n'a de la cohomologie qu'en degré zéro, parce l'action de <9 t sur (^[i])^ 
est surjective, et il est facile de voir que le morphisme précédent induit un 
isomorphisme entre A^ t et le noyau du morphisme du complexe précédent. 
Ces isomorphismes locaux se recollent en un isomorphisme de modules 
spéciaux entre M.\ nt et la cohomologie de degré zéro du complexe concentré 
cohomologiquement en degré zéro p^ lS p diS M\ n f [— 1]- ■ 

COROLLAIRE 15.0.4. — Sous les conditions précédentes, ï 'isomorphisme 
précédent induit des isomorphismes canoniques : 

H' DR (X/K,MU * H' DR (X x k A n k /K,p* diS Ml f ). 

Démonstration. C'est une conséquence du théorème 114.1.11 dans le cas 
d'une projection, et du théorème précédent. ■ 

COROLLAIRE 15.0.5. — Sous les conditions précédentes, l' isomorphisme 
précédent induit des isomorphismes canoniques : 

H' DR (X/K,O xL/K ) ~ H' DR (X x k Al/K,0 (XXkK)ljK ). 

Démonstration. C'est une conséquence du théorème 110.5.71 et du corol- 
laire précédent, sachant que la résolution de Spencer du lemme [S . 7 . 1 I montrc 
que Ox* j K est parfait. Autrement dit, le foncteur de de Rham p-adique est 
homotopiquement invariant, comme on dit aujourd'hui dans la littérature 
consacrée aux motifs. ■ 
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P(a;,A x ) :=£ Q a Q A£ 29 

<Mz,£) : >;,. a a î a 29 

X L 30 

Faia(X? m{ ), Fam(Ouv(xf n{ )) 34 

°xt i /R-- ••• 34 

n x:, r/ « 34 

(tt) r t 34 

n xl f /R 34 
^X^j/fl 35 

ÛJ xUr 35 
®xl l/R 35 

*inf 36 

£^t-»,irt 38 

Q <%\ 39 

B[Syt-,«-t] 39 

G At 39 

^ 39 

Aytl&yt-wrtl 4 

A x \ 40 

inf 



notations 

(tt) 41 

■^wtlSwt-jwt] <8> r ~ lj7 ui — -^wt 

f" 1 ^Kt[6 M t] 41 
P A xLl ,^ 42 
JVom A . (J 7 ! inf , T 2 inf) 45 

inf 

■Plinf <8U v t -^2 inf 45 

inf 

e < { ^ 47 

9 : = E Q gN" tt " A " "° : = a? 1 ■ ■ ■ a "" 

..48 

/fl ,Sp)-Mod 50 

inf ' 

M} ni 52 

(o) 52 

^^/r^^K^^-m 
P S 1 55 

R x1 55 

D'K^t^.SpJ-Mod) 60 

X inf/iî> S P 

ff' K (X/iï,A< f ) 60 

HHam, t (O x l ^ /S ,ML)...61 

RJ^om t (O xJ /H ,M+ nf )..61 

x: nf /R' p lni 

DR(X/R, M\ nî ) 61 

/\ 62 

°xl {/K 67 

*iL/« " 
DR{X/K) 71 

P(a,A,...,AP h ) 75 

CTp , h (x,Ç°,...,Ç h ) :=P(a,Ç ,...,Ç") 

75 
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h 'dr,k(xL/V>M\£) 79 

//'.(X A'../:..: 81 

(?(->%) ^LogCg- 1 !!)) 85 

Art /y 88 
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Sp'COjft jk) 90 
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<5^ 96 

/^ iff 113 

114 



MLS(O x t if/x ). 



.115 



^+ nf x,rt(A< nf ) 128 

9 ^inf/» 128 

/diff 133 
/* iff °Y^/K ' 

RTzÇF^), Rj^j^itd 142 

RTziMl^Rj^jrjMlf 143 

Ad ji(^Lf) 159 

Adj*(A< nf ) 163 

u x^/v 164 
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"'y (Mlf) 168 
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